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AVERTISSEMENT 



L'abondance des matières que nous avons eu à introduire 
dans la seconde édition de noire Traité de Mécanique^ nous 
a forcé de diviser en deux tomes distincts le quatrième et 
dernier volume de Tédilion primitive. Le tome IV, que nous 
publions aujourd'hui, correspond seulement à la première 
moitié de l'ancien quatrième volume. 

La fin de l'ouvrage, comprenant les Compléments (attrac- 
tion, mécanique analytique, mécanique vibratoire) avec les 
additions que les divers sujets nous paraissent comporter, 
formera un cinquième volume et paraîtra prochainement. 
Nous y ajouterons un recueil de questions sur toutes les par- 
ties de la mécanique, et une table alphabétique générale pour 
faciliter les recherches dans l'ensemble de l'ouvrage. 

P.iri8, 30 mai 1885. 

Ed. C. 
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CHAPITRE PREMIER 

DISCUSSION DEL'éQUATION DES FORCES VIVES. 

1. Nous avons étudié à la fin de la Statique Téquilibre des 
machines simples; nous avons admis alors, et depuis nous, 
avons démontré (III, § 178), que les lois de Téquilibre s'appli- 
quent également au mouvement uniforme. Nous nous occupe- 
rons dans ce livre du problème général des machines en mou- 
vement. Comme les machines sont en général destinées à 
prendre un mouvement déterminé, et que pour celle raison on 
en assujettit les parties à des liaisons qui rendent ce mouvement 
seul possible, comme, en d'autres termes, les machines sont 
presque toutes des systèmes à liaisons complètes^ une seule 
équation est nécessaire pour définir le mouvement de tout le 
système mobile, la connaissance de la vitesse d'un point par- 
ticulier suffisant pour qu'on paisse en déduire les vitesses de 
tous les autres. L'équation qu'il convient généralement de 
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prendre pour ôludicr le mouvement dune mactiine est IVi/ua- 
(ioj( des forces vives. 

Celle liqualiori ùlablit une relation entre l'accroissement 
de la force vive d'un syslème d'une position à une autre et la 
somme des quantités de travail développées par les lorces, iiilé- 
riouros el exléricui'es, qui sollicitent le système de la première 
à la seconde position. Un tel énoncé montre l'usage qu'on 
peut faire de l'équation des forces vives pour déterminer le 
mouvement d'une mychine, el aussi l'insufllsunce de celte 
inûme équation pour épuiser les diveis problèmes de méca- 
nique auxquels donne lieu l'élablisseincnl de cette machine. 
L'équatiun des forces vives ne fait enlrci' en ligne de compte 
que les forces qui produisent un travail positif ou négalir. 
Elle élimine toutes celles dont le travail est nul, et ne peut 
servir par conséqueni à les déterminer si elles sont inconnues. 
Or il y a, dans les machines, des forces qui produisent certains 
travaux, et dont la détermination exacl'! dépend d'autres forces 
qui peuvent n'en pas produire. Le frottemeni, par exemple, 
de deux pièces qui glissent l'une sur l'autre , dépend des 
composantes normales des pressions mutuelles qui se déve- 
loppent au contact de ces deux pièces; et dans l'ensemble 
du syslème, ces composantes ne produisent aucun travail. 
L'équalion des forces vives appliquée à l'ensemble de la ma- 
chine, contenant alors une inconnue, ne pourra servir à déter- 
miner entièrement le mouvement. 11 est vrai que dans certains 
cas on peut, en partageant le système en deux parties, et en 
appliquant le théorème des forces vives à chacune d'elles, 
déterminer les réactions mutuelles qui disparaîtraient dans 
l'équation appliquée au système pris dans son ensemble. 

La ronnaîssance des réactions, lors même qu'elles ne pro- 
duisent point de travaux, est d'ailleurs nécessaire pour déter- 
miner les pressions auxquelles les organes de la machine sont 
soumis, et pour vérîller qu'ils ont la résistance convenable. 
Dans lu plupart des problèmes, il y a donc lieu d'appliquer, 
outre le lliéorème des forces vives, les autres théorèmes de la 
mécanique, pour achever de déteiininor les éléments qu'il 
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est essentiel de connaître. C'est ainsi que nous avons employé 
le théorème de d'Alembert pour chercher les pressions exer- 
cées sur son axe par un corps tournant, tandis que la ques- 
tion du mouvement autour de Taxe pouvait être traitée à Taidc 
du théorème des forces vives (III, ^ 236 et 261). 

2. En résumé rétablissement d'une machine comprend 
trois problèmes particuliers : 

V Quelle disposition convient-il de donner à la machine 
pour qu'elle prenne le mouvement qu'on se propose de pro- 
duire? Question de cinématique. 

2* Parmi tous les mouvements également possibles que la 
machine peut prendre d'après les formes attribuées à ses 
divers organes, quel est celui qu elle prendra quand on lui 
appliquera le moteur et les résistances? Question de dyna- 
mique. 

3® A quels efforts les organes de la machine sont-ils soumis 
pendant le mouvement, et quelles dimensions doit-on donner 
à chacun, eu égard à la matière qui le composç, pour assurer 
sa résistance? Question de résistance des matériaux. 

On se tromperait si Ton pensait que ces trois problèmes 
sont entièrement distincts et qu'il est toujours possible 
de résoudre l'un indépendamment des deux autres. Tel 
mouvement, possible au point de vue géométrique, cesse 
d'être admissible dès quon tient compte des propriétés des 
matériaux qui composent les pièces mobiles et des forces qui 
leur sont appliquées. D'un autre côté la solution du second 
problème dépend des dimensions et des masses, que les con- 
sidérations tirées de la résistance des pièces et les résultats 
obtenus dans le troisième problème peuvent conduire à mo- 
difier. 



IMPORTANCE PARTICULIÈRE DE LA NOTION DU TRAVAIL. 

3. Une des raisons qui font préférer Tëquation des forces 
Yives à toutes les autres pour l'étude des machines en mouve* 



^ TRAVAlt. 

mciit, c'est l'imporlancc toute spéciale de lu notion du travail. 

L'idée de travail est empruntée â la science économique, où 
l'on rrconnait trois sources de production de valeur : la terre, 
ou l'easemble des forces naturelles ; le cajiilcil, ou la somme des 
valeurs antérieurement acquises, et le travail, ou la mise en 
œuvre des lilémcnts lournis par la terre ou le capital, en vue 
d'une production nouvelle. Si l'on examine altenlîvement les 
dilft'renls travaux industriels exécutés par les liommes ou les 
ûuiinaux, on remarque que tousse résument dans un certain 
ellort développé par le moteur animé, accompagné d'un dépla- 
cement du point d'application de l'etfort dans le sens même 
où il s'exerce. Quand, par exemple, un manœuvre élève le 
fardeau qu'il porte sur ses épaules, il y a dans le service 
(ju'il rend deux élémenls distincts : le poids du fardeau 
qui pèse sur lui, et la quantité dont il élève verticalement ce 
poids. Le produit de ces deux quantités mesure le service 
rendu; on double en effet ce service de deux manières, soit 
en doublant le poids élevé et en conservant la même hauteur, 
soit en doublant la hauteur et en conservant le fardeau. Le 
déplacement du poids est essentiel à l'idée de travail, car s'il 
s'agissait seulement pour l'ouvrier de soutenir le fardeau 
sans le faire clianger de place, on pourrait substituer h l'ou- 
vrier un support inerte, qui rendrait le même service sans 
fatigue, et par conséquent à moins de frais. 

De même, quand une voiture est tirée par un cheval, 
l'effort du clieval déplace la voilure, malgré les résistances 
développées par le frottement des essieux et le roulement sur 
le sol, et malgré l'atliou de la pesanteur, si le chemin 
parcouru est en rampu. On trouve ces deux éléments, force et 
il/pkcetnent, dans tous les travaux industriels, tels que la 
préparation des métaux, du bois et des pierres, la loi sion des 
tils, le peignage des laines, le labourage des champs, l'écrase- 
ment du grain entre les meules, etc. On a été conduit par là à 
étendre la définition du travail cl h l'appliquer à toutes les 
forces, et on a appelé travail iftine force l' ta somme des pro- 
duits Fcos[i.rfs de la force par la projcclion, sur sa propre 
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direction, des éléments que son point d'application a succes- 
sivement parcourus; c'est une quantité complexe, homogène 
au produit PH d'un poids P élevé à une hauteur II. 

4. V unité de travail est le travail correspondant à un poids 
égal à Tunité de force, élevé d'une hauteur égale à l'unité de 
longueur; c'est le travail que représente l'élévation à 1 mètre 
du poids de 1 kilogramme. On l'appelle pour cette raison le 
Idlogrammètre, L'idée de temps reste étrangère à cette défini- 
tion. Un kilogrammètre représente le fait complexe de l'élé- 
vation d'un kilogramme à un mètre de hauteur, ou tout autre 
fait équivalent, sans rien affirmer du temps que l'opération a 
pu prendre. Comme le temps a une importance capitale dans 
l'industrie, on ne se contente pas en général d'évaluer les 
travaux des forces, on tient encore à les rapporter aux durées 
que ces travaux ont exigées; de là une nouvelle idée, celle 
du travail par seconde, notion plus complexe encore que l'idée 
de travail simple. Le travail d'une force par seconde est, pour 
ainsi dire, la vitesse du travail que cette force produit ; c'est 
la mesure de la puissance d'une source de travail. On peut 
l'évaluer en donnant le nombre de kilogrammèlres produit 
par la source dans l'unité de temps; mais un usage emprunté 
aux mécaniciens anglais a fait adopter pour cette évaluation 
une unité particulière, à laquelle on donne le nom de cheval- 
vapeur (horse-power) . On appelle cheval-vapeur un travail de 
75 kilogrammètres accompli en 1 seconde. L'évaluation sur 
laquelle cette convention repose est entièrement arbitraire, 
mais elle est aujourd'hui consacrée. 

FORME DE l'équation DES FORCES VIVES APPLIQUKE AUX MACIILNES. 

5. Le théorème des forces vives consiste dans l'égalité 
qu'on peut écrire aussi 



6 E:cin?5 

Quand on rapplique à h fliêDrie pÉDënle des machines* il est 
préférable de l'écrire de b aiajiîtfe scivante : 

en distinguant en plasieiin classes les traiam des diflSrentes 
forces. Le terme T. repRsente le imml ■#teMi , oo le tn?ail 
de h puissance appliquée à la niachiiie : c^est un lerme Um- 
jours positif. Le terme — T repnêseiite le tfwwmil mtile^ c'est- 
à-dire le traTsil de la résistance principale q[ne la machine 
est destinée à vaincre. Ce tame c'endobe pas la totalité do tra- 
vail négatif; car, en dehors de la résistance principale, le mou- 
vement de la machine ne peut s'accomplir sans qu^il se dèie- 
loppe des frottements, des déformations de |»ioes, peot-étre 
des chocs, en tous cas des échauffements d*organesen contact, 
ce qui représente autant de résistances accessoires, impropre» 
ment nommées rêsistaue^ pûsâret. Cest la somme des tra- 
vaux de ces résistances que nous représent<ms par le terme 
négatif — T^. Enfin* il est possible que le centre de graTitë cte 
la machine change de hauteur pr suite du mourement de ses 
diverses parties. Dans ce cas, la pesanteur agit comme puis- 
sance tant que le centre de gravi.é s'abaisse, et comme résis* 
tance tant qu'il s élève. Pour fain? rentrer le trarmi de la 
pesanteur dans les tem.es déjà écrits, il faudrait donc qu*on 
le comprit tantôt dans le tenue T.. tantôt dans le terme né- 
gatif — Iri pour éviter cette discussion, il n\ a qu*à isoler le 
travail de b pesanteur dans un terme spécial, +P(^ — s); 
P représente le poids total d^ la machine, i^ la hauteur de son 
centre de gravité au-dessus d'un certain plan horizontal k 
l'époque ou dans la position où les vitesses sont représentées 
par r«, et s la hauteur du centre de gravité au-dessus du 
même plan, à Tépoque ou dans la posi'.ionoù les vitesses sont 
désignées par r. De celte manière le terme relatif & la pesan- 
teur porte son signe avec lui. 11 importe de ne pas oublier 
qu^il s'agit ici du travail de la pesanteur sur la mackime elle- 
même. Le travail moteur T. peut on eflet être fourni par la 
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pesanteur, agissant sur un corps étranger à la machine, de 
même que le travail utile peut consister dans Pélévalion d'un 
poids. Par exemple, lorsqu'une chute d'eau met en mouvement 
une roue hydraulique, le travail moteur est bien dû à l'action 
de la pesanteur sur la masse d'eau que reçoit la roue : et si 
cette roue hydraulique met en mouvement un treuil au 
moyen duquel on soulève des fardeaux, c'est encore le travail 
de la pesanteur sur ces fardeaux que la machine sera destinée 
à vaincre : ce sera donc le travail utile qui formera dans l'é- 
quation le terme — T. Au contraire le terme P (a^ — z) s'ap- 
plique spécialement aux pièces mêmes de la machine. Ce terme 
conduit à partager les machines en deux grandes classes : les 
machines fixes^ et les machines mobiles. 

Les parties d'une machine fixe s'écartent généralement peu 
d'une position moyenne ; il en résulte que leur centre de gra- 
vité reste toujours compris entre deux plans horizontaux peu 
distants Tunde Taulre. Le terme P (%o—^) n'a donc générale- 
ment qu'une valeur assez limitée, la plupart du temps négli- 
geable. Les machines mobiles ne sont pas soumises à la même 
restriction ; une locomotive, par exemple, peut passer succes- 
sivement par des altitudes très différentes, de sorte que le 
terme V(%^ — %) acquiert dans ce cas des valeurs qu'on ne 
devra plus négliger. 

DISCUSSION DE l'équation DES FORCES VIVES APPLIQUÉE A UNE MACUINE. 

6. Pour simplifier cette discussion, nous considérerons une 
machine fixe, destinée à produire un travail utile sensible- 
ment constant. La machine part du repos lorsqu'on fait agir 
le moteur; on introduit successivement les diverses résistances 
à vaincre; il arrive bientôt un instant où le régime est établi ^ 
c'est-à-dire où le mouvement des divers points de la machine 
est sensiblement uniforme. Plus tard on veut arrêter la ma- 
chine, et pour cela on supprime le moteur. Alors les vitesses dé- 
croissent avec plus ou moins de rapidité, et la machine rentre 
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dans le repos. Son mouvcincnl, considcrc dans son ensemble, 
peut donc se partager en trois phases distinctes : ta mi$e en 
Uo'in, le r/ijime unifonne, enfin Vatrêt. 

7, Première phase. Mise en train. — A l'origine du mou- 
vement, toutes les vitesses îont nulles. Nous ferons donc 
i'„=:0. Supposons, ce qui est au moins vrai appro\imalive- 
menl puisque la machine est supposée fixe, (jue le travail 
de la pesanteur soit nul ou négligeable. L'équation prendra 
la forme 

Vjm«»=T.-T-T,. 

Le premier membre est loujouis positif; le second l'est 
donc aussi, el par conséquent pendant toule celle première 
phase le Iravail moteur T. est plus grand que la somme des 
travaux résistants, T + T,, pris en valeur absolue. Si l'on 
devait tenir compte du travail de la pesanteur, on poserait 



I.\- 



= '.T-.+r..)-(T+T,+r. 



et on en concliirail de mémo 

T» + l',a>T + T, + r:, 

Celle inégalité est vraie quelque loin qu'on prolonge la pre- 
mière phase, pourvu que la machine soit encore en mouve- 
ment. La différeiicc du travail positif dépensé au Iravail n^- 
lil produit est égale à la demi-i'orce vive de la machine à 
l'instant ofi l'on arrête l'évaluation des travaus. 

8. Deuxième phase. Régime uniforme. — Dans la seconde 
phase, les vitesses sont sensiblement constantes, ou du 
moins, si elles sont variables, elles oscillent pour chaque 
point entre deux valeurs extrêmes peu dil'fércnles, el repas- 
sent successivement par les mêmes valeurs. En général, on 
s'attache è produire dans les machines, une fois ie régime 
établi, le mouvement périodiquement uuifarme, en vertu du- 
quel les vitesses de chaque point reprennent les mêmes va- 
leurs au bout d'intervalles de temps égaux entre eux. Chaque 
intcrvalie constitue une périoile. Si de plus la différence des 
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vitesses extrêmes, pour chaque point, reste suffisamment 
petite, on aura réalisé un mouvement que l'on peut dans la 
pratique considérer comme sensiblement uniforme. 
^ S'il en est ainsi, choisissons les deux époques entre les- 
quelles nous appliquons l'équation des forces vives, de ma- 
nière que leur intervalle contienne un nombre entier de pé- 
riodes ; nous aurons constamment pour chaque point v = v^^ 
et l'équation des forces vives deviendra 

o=T;-.r-T;+P(3i-»'). 

En général, chaque période ramène aussi le centre de gravité 
à la même hauteur, de sorte qu'on a z'^=^\ l'équation se 
réduit donc à 

ce qui montre que le travail moteur transmis à la machine 
pendant un nombre quelconque de périodes est égal au tra- 
vail résistant. C'est la condition nécessaire du mouvement pé- 
riodiquement uniforme. 

9. Troisième phase. Arrêt. — La troisième phase est ca- 
ractérisée par la suppression du travail moteur; elle se ter- 
mine au moment où la machine revient au repos. On fera 
donc dans l'équation t; = 0, et on donnera à Vo la valeur v de 
la vitesse à la fin de la phase du mouvement régulier. L'équa- 
tion devient 

ou bien 

2 1 '»»" = T*' + t; - p(3î - »")• 

Supprimons encore le terme P {zj' — %") qui a peu d'im- 
portance dans une machine fixe, et il viendra 

La demi-force vive, à l'époque de la suppression du moteur, 
est donc égale au travail résistant que la machine est suscep- 
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lililc de produire jusqu'à cxliriclion de ses vitesses. AdmPltons 
que les vitesses v qui Icrminent la seconde phase, sont les 
mûmes que celles qui ont terminé la première, ce qui serait 
rigoureusement vrai si dans la seconde phase l'unirormitô du 
mouvement était absolue ; l'excès de travail moteur commu- 
niqué à la machine pendant la mise en (rain réapparaîtra 
alors pendant la phase d'arrêt pour prolonger le travail de la 
machine. 

10. Si l'on considère enfin le mouvement entier de la 
machine depuis le moment où elle entre en service jusqu'au 
moment où elle revient au repos, on a à l'origine p, ^0, à 
la fin v^O, et par suile, en négligeant toujours le travail de 
la pesanteur, qui d'ailleurs se trouve identiquement nul quand 
la machine revient à sa position primitive, 

T, désignant ici le travail moteur total reçu par la machine, 
T le travail utile, el T, le travail rîcs résistances accessoires. 
I-e travail moteur est donc égal au travail résistant, soit que 
Ton considère une ou plusieurs périodes du mouvement 
quand le régime est établi, suit que l'on considère la totalité 
du mouvement, depuis la mise en train jusqu'à l'arrûl com- 
plet. On peut encore adnicllre l'équation T„=:T-(-Tr à litre 
d'approximation pour uu intervalle quelconque, en suppri- 
mant dans l'équation des forces vives tous les termes cssen- 
liellcment limités, Sjmti*, 2 Jmp,*, P(s„ — s), et en n'y con- 
servant que ceux qui grandi-ïsent indéfiniment. 
i\. Cette égalité conduit à la définition du rendement de 



utile produit au travail moteur absorbé. Ce rapport est tou- 
jours moindre que l'unité ; plus il approche de l'unité, 
plus la irachine est parfaile au point de vue mécanique. La 

T T 

différence 1 — =- , égale à n^ , est le rapport du travail des 

risislanccs accessoires au travail moteur; c'est la fraction da 
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travail moteur consommé en pure perle par la machine. 
Cette fraction ne peut être nulle, et le rendement reste tou- 
jours inférieur à Tunité; il est même rare quMl dépasse 0,60. 
En pratique, une machine dont le rendement atteint ou dé- 
passe 0,75 est considérée comme excellente. 



DipossmaiTÉ DU MouvEMEirr perpétuel. 

12. Une machine n'est qu'une sorte d'intermédiaire entre 
la puissance motrice et la résistance à vaincre; Tesprit 
se refuse à concevoir un système qui permette d'accomplir 
un certain travail résistant sans intervention d'un travail 
moteur. Cependant certains inventeurs ont été ou sont en- 
core à la recherche d*une machine qui serait affranchie de 
cette nécessité : ils cherchent une solution du problème du 
mouvement perpétuel. Tous les essais qui ont été faits jusqu'à 
présent pour installer une pareille machine sont restés sans 
résultat. Les inventeurs se sont ruinés dans leurs tentatives^ 
sans avoir même approché d'une solution acceptable. Cet in- 
succès continu démontrerait à lui seul que le problème est 
insoluble; mais les principes de la mécanique conduisent plus 
vite et à moins de frais à la même conclusion . 

L'idée du mouvement perpétuel est sans doute née de l'ob- 
servation des mouvements du système solaire. Le soleil, les pla- 
nètes, les satellites, constituent un ensemble dont le mouve- 
ment paraît assuré pour toujours; nous dirions même, est 
assuré à jamais, si la résistance des milieux ne pouvait pas mo- 
difier à la longue les conclusions tirées de l'hypothèse des 
mouvements accomplis dans le vide absolu. Quoi qu'il en 
soit, admettons que le mouvement du système solaire mérite 
la qualification de perpétuel. Ce système a-t-il la moindre 
analogie avec les machines qu on propose d'appliquer à l'in- 
dustrie? Le système solaire n'est pas une machine produisant 
du travail; c'est un ensemble de masses soumises à des forces 
déterminées, et sur lesquelles s'opèrent de continuels échanges 
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cnli'G le travail de ces forces et les forces vives dont les 
masses sont animôes. Itéduisons, par exemple, le sjsti^mc au 
snleil cl à une planèle. La planôlc. au hout d'une révolution 
cnliôre, se reirouve dans la position qu'elle occupait d'abord, 
et possède la môme vitesse . le travail des forces qui ont agi 
sur elle pendant le parcours entier de son orbite est donc ri- 
goureusement nul, el il n'y a, par consi^qucnt, aucun travail 
crM parle mouvement qui s'est accompli. 

On arriverait au même résultat en considérant certains mou- 
vements produits sur la tcrie. Tout mouvement qui se renou- 
velle périodiquement pendant une durée indéiinie, ne repré- 
sente pas l'accumulation d'un travail dont on puisse disposer 
pour un usage industriel, car la quantité de travail corres- 
pondante h chaque période est rigoureusement nulle. Ile plus, 
la résistance de milieux beaucoup plus denses que ceux des 
espaces planétaires, les frottements au contact des pièces com- 
posant la macliine, en un mot les résistances passives, qu'on 
peut diminuer, mais qu'on ne peut pas supprimer tout à fait 
dans la pratique, absorbent peu â peu le travail des forces 
qui tendent à entretenir le mouvement el ramènent gra- 
duellement le système mobile au repos. Ainsi, un pendule, 
que l'on peut considérer dans la mécanique rationnelle 
comme animé sous l'action de la pesanteur d'un mouve- 
ment indéfini, s'arrête en réalité au bout d'un nombre limité 
d'oscillations. 

15. Jusqu'ici nous avons accepté la question telle qu'elle 
csl posée par les inventeurs, ou plutrtt telle qu'elle résulte de 
l'interprétation naturelle des mo\s motivemetil perpétuel . 

Le problème qu'ils prétendent résoudre est tout autre. Il 
s'agit pour eux de construire une machine propre à vaincre des 
résistances et, comme telle, applicable à l'industrie; or ils 
commencent tous par faire abstraction deces résistances, et par 
chercher un appareil doué, sous l'action de certaines forces, 
d'un mouvement indéfiniment prolongé. Qu'ils aient décou- 
vert un tel appareil, ilsne seraient pas pour cela plus prés du 
véritable but àallcindre; car une machine marchant indéfini- 
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ment à vide ne se retrouverait plus daiis les conditions qui 
assurent la conservation de son mouvement, si on lui ap- 
pliquait les lësistances utiles qu'elle est destinée à sur- 
monter. 

Ces mots mouvement perpétuel sont donc doublement inexacts : 
d'abord ils indiquent la continuation indéfinie d'un mouve- 
ment, phénomène inadmissible dans la mécanique pratique; 
ensuite, ils supposent qu'un mouvement indéfiniment pro- 
longé pourrait servir à produire indéfiniment du travail utile, 
nouvelle erreur plus grossière encore que la première. 

14. L'équation des forces vives fixe les idées à cet égard, en 
faisant apprécier avec exactitude la limite de ce qui est pos- 
sible. 

i 

La demi-force vive, Z ^ mt;% d'une machine à un instant 

donné, représente le travail résistant que cette machine 
peut produire sans travail moteur, jusqu'à extinction de sa 
vitesse. C'est une quantité finie ; en aucun cas, la machine ne 
possède donc en soi une source indéfinie de puissance mo- 
trice. 

Un travail moteur est nécessaire pour faire sortir la machine 
du repos, et l'amener à un degré quelconque de vitesse. 

n est impossible que le travail moteur soit inférieur au tra- 
vail utile. Appliquons, en effet, l'équation des forces vives 
depuis l'origine du mouvement jusqu'à un ihstant quel- 
conque. Nous aurons 

Le premier membre étant positif, le second Test aussi; 
donc 

T.-f-PJo>T-*-Tr+P», 

le signe > n'excluant pas régalilé, pour comprendre le cas 
où la machine serait revenue au repos. 

Si la machine est fixe, ce que nous supposerons ici, on peut 
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s'arranger pour que s soit égal ou supérieur h, z„; alors on 
aura simplement 

T«>T-fTr, 

el par suite 

T,™>T, 

celte dernière inégalité ne pouvant plusse changer en égalité. 

11 esl donc impossible de concevoir une macbine dans la- 
quelle le travail ulilc soit suptïrieur au travail molcur; ou, ca 
d'autres termes, une niacliine oii il y ait production sponlu- 
née de travail utile. 

15. L'emploi d'une machine entraîne toujours une cer- 
taine perte de travail moteur, puisqu'une partie est absorbée 
parle travail des résistances accessoires, tandis que le reste 
seulement se change en travail utile. Dotl-on en conclure que 
les machines n'ont aucune utilité, et qu'elles dissipent les 
forces qu'on fait agir en elles? Loin de là. « L'avanta^'e que 
procurent les machines, dit Carnot', n'est pas de produire de 
grands elTels avec de petits moyens, miiis de donner à choisir, 
entre dilTérenls moyens qu'on peut appeler égaux, celui qui 
convient le mieux à la circonstance présente. Pour forcer un 
poids à monter â une hauteur proposée, un ressort à se f rmer 
d'une quantité donnée, un corps à prendre par degrés insen- 
sibles un mouvement donné, ou enlin tel autre agent que ce 
soit à absorber un moment quelconque donné d'activité (c'est- 
à-dire une quantité de travail déterminée), il faut que les 
forces mouvantes qui y sont destinées consomment elles-mâ- 
mes un moment d'activité (iift travail} égal au premier; aucune 
machine ne peut en dispenser. Mais comme ce moment ré- 
sulte de plusieurs termes ou facteurs, on peut les faire varier 
k volonté, en diminuant la force aux dépens du temps, ou ta 
vitesse aux dépens de ta force, ou bien en employant deus ou 
plusieurs forces au lieu d'une; ce qui donne une inûnité de 
ressources pour produire le moment d'activité nécessaire. 

■ Princi^ de riquitiùre et du mouiwiMrii.p. Uo, g 8^8, 
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Hais quoi qu'on fasse, il faut toujours que ces moyens soient 
égaux, c est-à-dire que le moment d'aclivitë consommé par 
les forces sollicitantes (le travail moteur) soit égal à TelTet 
ou moment absorbé en même temps par les forces résis- 
tantes. » 

C'est cette égalité nécessaire entre le travail moteur et le 
travail résistant, quelle que soit la machine dont on fasse 
usage, que les anciens mécaniciens exprimaient en disant : 
dam les maclânes en mouvement^ on perd toujours en vitesse ce 
quoti gagne en force. Le travail d*une force est le produit de 
deux Êicteurs, dont l'un représente Tintensité de la force et 
l'autre le déplacement du point, lequel est proportionnel à su 
vitesse; coproduit doit être constant pour représenter un effet 
donné; Tun des facteurs varie donc en raison inverse de 
l'autre. 

Il y a une autre raison pour laquelle l'emploi des machines 
est avantageux , bien que le travail moteur qu'on leur ap- 
plique ne soit jamais entièrement utilisé. La machine n'a 
pas pour objet de produire ou de créer du travail , chose 
tout aussi impossible à Thomme que de créer de la matière; 
elle a pour but de créer de la valeur^ ce qui est tout dif- 
férent. Ici les considérations économiques doivent entrer en 
ligne de compte. Une machine parfaite, dont le rendement est 
très voisin de Tunité, peut être employée à des opérations 
industrielles désastreuses, tandis qu'une machine très impar- 
faite au point de vue mécanique peut, si elle est commode et 
employée à des travaux rémunérateurs, enrichir celui qui 
remploie. Le point de vue mécanique est tout spécial, et ce 
qu'on nomme travail utile dans la théorie des machines, peut 
fort bien être inutile, ou même nuisible à d'autres égards. Le 
travail utile produit par une batterie d'artillerie se mesure par 
la demi-somme des forces vives de tous les boulets que cette 
batterie a lancés dans une bataille. Au point de vue écono- 
mique, il est permis de contester une pareille utilité. 



CHAPITRE II 



RECHERCHE DES TENSI0N8 DE8 LIENS DAN8 LES MACHINES EN MOUVEMENT. 



16. Supposons qu* un certain nombre de corps. A, B, C. . . liés 
entre eux par des fils inextensibles, ou par des verges inexten- 
sibles et incompressibles, parcourent une droite MN, et soient 

sollicités chacun par des forces 
« ra êj\7\mk — S- données F, P, F"... dirigées 



O' 

p, . suivant cette même droite. On 

demande de déterminer les ten- 
sions des liens qui réunissent le premier corps au second, le 
second au troisième, et ainsi de suite. 

Nous conviendrons de prendre positivement les forces 
F, F', F'%... quand elles agissent dans le sens du mouve- 
ment, et négativement quand elles agissent en sens contraire. 

Soit proposé de déterminer la tension T du lien qui réunit 
les corps B et C. Mous couperons ce lien, cl nous pour- 
rons le remplacer par une tension T, qui agira, par exemple, 
comme résistance sur C et comme puissance sur le groupe B 
et A. Soit donc M la masse totale du groupe A et B, M' la masse 
totale de C et des corps qui peuvent y faire suite ; la vitesse 
% est commune à tous les points du système, puisque les liens 
sont de longueur constante. 

Appliquons aux deux groupes le théorème du mouvement 
du centre de gravité ; les forces F, F' et T agiront comme forces 
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extérieures sur le premier, les forces F" et — T sur le second , 
et nous aurons, par conséquent, pour le premier 



et pour le second 



M^^ = FH.F' + T, 






Éliminant ^, il \ient l'équation 

Bl """IF"» 
d*où Ton déduit 

Y' F -h F' 



17. Celte formule est facile à généraliser. Concevons une 
série de n corps, dont les masses soient 

tltif f»^, flij, . ITtgy 

sollicités par les forces 

, Fj, Fj, F3, . . . Fg, 

auxquelles on attribue les signes + ou — , suivant qu'elles 
agissent dans le sens du mouvement commun ou en sens con- 
traire. 

Appelons T» la tension du lien qui réunit le corps n° k 
au corps n** (fc-f-1) ; t; étant la vilesse commune au syslème, 
nous aurons les deux équations 

et 

("•l + iH-Wi+t-h- . -h »'«) j)^ = F4 4.1 + l't + t + ... -f F„ — T». 

On en déduit 

rfp_ F,-hFa4-...-hFt-4-FA^i H-...-hFB ^ 2^i^< 



fit 4 



équation que donnerait immédiatement le tli(':orcme du 

IT. — UtC. C0LUC3C0H. 2 
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mouvcmcnl du centre de gravité appliqué à rcnsemble du 
système, et 

nii-f... -HwjL m* H- 1 4- ...-*-»»» 

équation qui donne pour la tension cherchée : 

T* = — 7- 






il 



y\m y: 

Cette tension est conslanle si les forces F sont elles-mêmes 
constanles. 

La condition nécessaire et suffisante pour que le mouYC- 
ment soit uniforme est 

Si cette condition est remplie, on aura 
cl par suite 



s; 



résultat évident, puisque la tension — T^ fait équilibre sur lo 
groupe des corps 1, 2, ... fc, à la somme des forces 2ÎF| qui 
agissent sur ce groupe. 

ACTION MUTUELLE DES CORPS TOURNANTS. 

18. La formule que nous venons d'obtenir pour la tension 
des liens réunissant entre eux des corps animés d'un mouve- 
ment commun recliligne, donne aussi la réaction muluelle des 
corps tournants, moyennant certaines conventions prélimi- 
naires. 
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/ ^^0 



Fig. 2. 



Soient d'abord deux arbres tournants 0, 0', réunis soit par 
une courroie, soit par un engrenage, et sollicités l'un par une 
puissance P, Taulre par une résistance Q. 

La force P est appliiuée, dans le sens du mouvemeni, tan- 
genlielleraent à la circonférence OC du premier treuil; la 
force Q, dans le sens op- 
posé au mouvement, tan- 
gentiellement à la circon- 
férence O'D du second. 
Les deux treuils commu- 
niquent l'un à Tautre par 
une courroie , dont nous 
représentons en ÂB le brin 
moteur. Elle passe sur le 
tambour OA du premier treuil et sur le tambour O'B du se- 
cond ; par conséquent, les circonférences de ces deux tam- 
bours sont animées de la môme vitesse linéaire. Le brin 
moteur AB a une certaine tension supérieure à celle du brin 
résistant, et la différence de ces tensions est la force qui 
transmet le mouvement d'un arbre à l'autre. C'est celte dif- 
férence de tension que nous représenterons par T. Si, au lieu 
d'une courroie, on employait pour la transmission un engre- 
nage, T serait la réaction mutuelle des deux dents en contact, 
qu'on pourrait, par approximation, supposer appliquée lan- 
genliellement à des circonférences concentriques aux roues 
d'engrenage, et animées des mêmes vitesses linéaires. La 
force T agit comme résistance sur le treuil moteur 0, et 
comme puissance sur le treuil 0'. 

Soient OA=a, 0'B = a', OC=R, 0'D=R'. Appelons w la 
vitesse angulaire du treuil 0, et co' la vitesse angulaire du 
treuil 0'. 

L'équation du mouvement du premier sera, en appelant 
M sa masse et K son rayon de giration par rapport à Taxe 0, 

BIK« ~ = PR - Ta. 
dt 

De même appelons M' la masse et K' le rayon de giration du 
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second treuil autour de son axe 0'; nous aurons 

M'K'« ^-^ = Ta' — QU'. 

Les deux vitesses angulaires, g) et (ù\ sont liées entre elles 
par la condition d'égalité des vitesses linéaires des circonfé- 
rences OA et O'B. Donc 

« 

De ces trois équations on peut tirer les accélérations an- 

•lulaires -7-» -tt» et la tension T. Cherchons cette dernière 
^ dt ai 

inconnue. Pour avoir une formule plus simple, observons 
que Ton peut, sans rien changer aux équations, substituer 
aux produits PR, QR', MK% M'K'*, des produits égaux formés 
d'autres facteurs. Calculons, par exemple, deux forces auxi- 
liaires, P^ et 0^, et deux masses auxiliaires, (x et [u\ qui satis- 
fassent aux équations 

P.a = PR, 
Qjû' = QI\', 
/*a« = MK«, 

En introduisant ces nouveaux facteurs dans les équations 
du mouvement, nous leur donnerons la forme 

;*a«^=P,ei-Ta, ou ^xa^=Pi-T. 
^.a..^' = Ta'-.Q,a' ou ^'xa'^'=T-Q,. 

et comme ^-77=^'-^ en vertu de la troisième équation, il 
viendra, en éliminant ces produite égaux, 

P«— T _ T— Q 

OU bien 

j^ P,a^H-Q,jUt 

M-Htt' ' 
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ôquation identique à celle qui donnerait la tension d'un lien 
réunissant une masse (jl, sollicitée par une force mouvante P^ 
à une masse [k\ sollicitée par une force résistanle Qp les deux 
masses étant animées d'un mouvement commun rccliligne. 

L*esprit de la transformation que nous avons opérée con- 
siste à ramener les forces et les masses, sans modification 
des moments des forces et des moments d'inertie, à être 
appliquées aux circonférences OA et O'B, qui se trouvent, 
par suite de la liaison, animées d'une même vitesse linéaire. 

Si Pt = Oi, ou si PR=QR', le mouvement des deux treuils 
est uniforme, et Ton a 

T = r, = Qi. 

19. Nous pouvons généraliser cette formule en l'étendant 
h un système d'autant de corps tournants qu'on voudra. La 
méthode de calcul consistera encore à ramener sur chaque' 
treuil les forces et la masse à une circonférence animée d'une 
vitesse linéaire déterminée, la môme pour les n treuils en 
mouvement. 

Appelons Fj, F,, F,, ... F^ les forces qui sollicilenl ces 
treuils; elles sont prises positivement si elles sont mouvantes, 
négativement si elles sont résistantes ; 

Rj, R,, R,, ... R^ les rayons des circonférences tangcntiel- 
Icment auxquelles elles sont appliquées ; 

ïi> ïf» ïj» ••• '»» les moments d'inerlie des n treuils par rap- 
port à leurs axes respectifs ; 

T„ T,, ... T^j les tensions des liens; T^ est la tension du 
lien qui réunit le premier treuil au second, T, la tension 
du lien qui réunit le second au troisième, ... T^^ la tension 
du lien qui rattache l'avant-dernier treuil au dernier. 

Ces liens ne sont pas nécessairement appliqués à une même 
circonférence sur chaque treuil; nous supposerons donc que 
le lien dont la tension est T^ embrasse une circonférence de 
rayon a^ sur le premier treuil, et une circonférence de rayon 
à, sur le second; que le lien dont la tension est T, reu- 
nit la circonférence de rayon a, sur le second treuil à la 
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circonférence de rayon fr, sur le troisième, et ainsi de suite, 
les lettres a représentant les rayons des circonférences sur 
lesquelles s'enroulent les brins moteurs, tandis que les lettres 
b représentent les rayons des circonférences d'où les brins 
moteurs se déroulent. 

Soient enfm co^, o),, ••• («>i»9 los vitesses angulaires des treuils. 

Les équations du mouvement seront 

Il -^ = FjR| — Tjflj pour le premier treuil, 
Il ^ = F,R, H- Tjftj — T,<it pour le second. 



Ijk^ = FtR*-hT*-it*— T»a» pour le A-, 



I, -^ = F^l\^ 4- T» — i^ji pour le dernier. 

Entre les vitesses w, ou mieux entre les accélérations -y-, 

ai 

on a les relations : 

«I •:ïr — ^i — 



dt " dt 

di~"'^ dt 









dotn- 1 , dwn. 

^•-*"-3r = ^""^' 



ce qui fait en tout n équations du mouvement, et n — 1 rela- 
tions entre les accélérations angulaires, ou 2h — 1 équations, 
suffisantes pour déterminer les n accélérations angulaires et 
les n — 1 tensions des liens. 

Pour simplifier la résolution de ces n — 1 équations, rédui- 
sons les forces et les masses, sur chaque treuil, à une circon- 
férence animée de la même vitesse linéaire que la circonfi- 
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rence de rayon a^ du premier. Sur le second treuil, ce sera 
la circonférence de rayon fr, ; sur le troisième, ce sera une cir- 
conférence dont on calculera le rayon p, par l'équation 





PS«5 = 6j«j = fl|Wj 


On en déduit 




• 




mais 








Donc enfin 









De même le rayon p^ de la circonférence* à laquelle il faut 
réduire les forces et les masses sur le quatrième treuil est 
donné par l'équation P^w^ = p^co,, ou par 



On aurait de même 



cl généralement 









La réduction des forces et des masses se fera au moyen 
des équations suivantes : désignons par 9 les iorces que Ton 
obtient en réduisant les forces F, par t les forces que Ion ob- 
tient en réduisant les forces T, et par jjl les masses réduites. 
Nous aurons entre ces diverses quantités les relations : 

f 5^ = F,R, /*5,q = I, T^h = Tj^s 
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Substituons les valeurs des F, des I et des T dans les équa- 
tions du mouvement. Après la subslilulion, chacune de ces 
équations aura un fadeur commun, a^ pour la première, 
fr, pour la seconde, p, pour la troisième, ... p» pour la der- 
nière. Supprimant ce facteur, il viendra 



Ml 



XOi'^ = 9i — flf 



dt 



A4 X ^« -^ =?«■+• n — T|» 

/«SX^-^ = f3 + T, — t^, 



- c/wn 



On peut observer, en effet, que l'équation générale 



du 



'*-;7r=^^A + T,.A~V» 



devient par la substitution 






^A; 



or 



puisqu'on a à la fois 



et 






L'équation devient donc 






ou, en supprimant ^4, 



(/Ui 



Mais 



f^kh •3^=?*+^*-!-"'*. 
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Par suite, réiimination des accélérations linéaires égales, 
(9 ^ -^, ... donne les n — 1 équations suivantes, sous forme 
d*Tine suile de rapports égaux : 



9i — '^l _ ? > -H Tf Tj _ _ 



9k-^U-i""^k f»-|-T;t-t 



Pour obtenir une inconnue quelconque, ?«, composons les fc 
premiers rapports égaux, puis composons les n rapports; il 
"V iendra la propor l ion 

?i4-yi-*-.-.-h?t — T^ _ ?t + ?i-h'»>4-?ii , 
A»4 + /««-+- ••-»-/*» "~ A«i H- /'!+••• H-/*» 

on en déduit 

^ (/*i-f/^«-H...-h/*ii)(?i4-y>-f...-hyt) — (M|4-/yi4-..>H-/*4)(?i4-?a4-...4-ytt) 

/*! H- /*« + "• + /*» 

Cie qu'on peut écrire 

(/«i+ ... -h A*t) (fiH- .- + fjk) + (m* +i + — -+- /«i») (?i+ ... + 9k) 

_ — (A*t "• -h/*jt) (?t -f -. -H 9k) " (a*i "<•• •" -^ f^k) (?* + t H- • ■ 4- y») 
*"" /*t + Mf + -.. + //» 

_ (?i -h ." -h 9k) (f^k + i'^ — "^ fn) — (?ifc + 1 -*■ — 4- ?n) (/M + ••.+/*it) 

équation de même forme que celle que nous avons obtenue 
au §178. 

Connaissant les valeurs des tensions fictives, on peut en 
déduire les valeurs des tensions réelles, puisqu'on connaît 
les rapports des unes aux autres. 
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EMPLOI DE l'équation DES FORCES VITES POUR TROUVER 
DIRECTEMEKT LA TENSION Tf 

20. Considérons isolément les deux groupes formés, l'un 
par les treuils nM, n** 2, ... n« fc, Taulre par les treuils 
n*fc-4-l, n* fc-f:2, ... n*Ti; le premier groupe est sollicité 
par les forces extérieures Fj,F,, ...F» et par la force — T», 
tension du lien qui réunit les deux groupes ; le second, par 
les forces +T^, F^+j, ^k+t^ ••• f«- Appliquons le théorème 
des forces vives 5 cliaque groupe pour un déplacement infi- 
niment petit. La force vive du premier groupe est, à un instant 
quelconque, la somme 

la force vive du second est 

On connaît les rapports de ^^i^ h o)», de (i>, à (i)^, de u), à îù^^ 
et ainsi de suite; désignons-les par Xp X, .. De même on 
peut déterminer d'avance les rapports de (o»^., à w»^i, de 
0)4^.5 à Wfc^i, ...; appelons X^+i, Xj^-s, ... X„ ces nouveaux 
rapports. 

La force vive du premier groupe s'exprimera par la 
somme o)J(IiXÎ-f-I,XÎ-f- ... -j-Fj), ou, plus brièvement, par 

wîS '<'* ^" convenant de regarder X* comme égal à l'unité. 
De môme la force vive du second groupe sera égale à 

^î+iS* '''^» ^^'^^ '^ convention de X4+i = l. 

Donnons au treuil n"" k un déplacement angulaire tù^dt ; 
il en résultera pour le treuil n* 1 un déplacement angulaire 
iù^dt ou (OjkX^rf^• pour le treuil n*' 2, un déplacement w^X^rfr, 
et ainsi de suite; de même pour le treuil n**fcH-2 un 
déplacement w^+iXjk^trfr; pour le suivant un déplacement 
Wi+iXt^,(//, elc. 
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La somme des travaux des forces F et de la force — T^ 
sera donc pour le premier groupe 

(FjRiii-f F,n,it -h ... -h F^ Rj) «jrf/ — Tf^a^at^di 

Pour le second, le travail des forces F et de la iorcc + T» 
sera de même 

(si+i^'^'^O ^*^+ *'''"*" ^»**^ »"*+*""• 

Le demi-accroissement de la force vive est égal au travail 
élémentaire des forces; les forces extérieures seules donnent 
un travail, puisqu'on admet l'invariabilité des liens. 

D'un autre côté, le demi-accroissement de la force vive se 
réduit à la moitié de sa différentielle, la variation considé- 
rée étant infiniment petite. 

On aura donc, pour le premier groupe, 

et pour le second 

On peut supprimer le facteur (o^ dans la première équation, le 
facteur loi^^i dans la seconde ; on connaît de plus le rapport 

constant ïi±i de sorte qu'on peut éliminer-^ et ■ ^*'*"\ - Té- 
ci)j 1 r dt dt 

quation finale fait connaître T^. 11 serait aisé de ramener Té- 
quation définitive à la forme que nous avons trouvée précé- 
demment. 

Remarque. — Étant donné un système de corps tournants, 
liés ensemble par des courroies ou des engrenages, et sollicités 
respectivement par des forces données F^ F,, ... F^, agissant 
à des distances BpB,, ... R», désaxes respectifs, si Ion désigne 
par (ù la vitesse angulaire du premier corps,, et par X,, 



sa 
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\j ... li^ les raisons des corps suivants par rapport au pre- 
mier (I, 8 219), la force vive de l'ensemble des corps s'ex- 
prime à chaque instant par la somme 

et la vitesse angulaire u> est déterminée par rèqualicn diffé- 
rentielle 

généralisation de l'équation de Y accélération angulaire (III| 
§ 235). 



TENSION DE LA filELLE d'lKE MACniKE A ACTION DIRECTE. 



21. Soit un arbre tournant, mis en mouvement par une 
bielle AB et une manivelle BO. A cet arbre est attachée une 
roue de treuil, OC, à laquelle est suspendu par un fil un 
poids P. 

Une force F, donnée à chaque instant, met en mouvement 
la bielle et enireliont le mouvement de l'arbre. La force F tire 
de droite à gauche, tant que le boulon B de la manivelle par- 
court la demi-circonfé- 
rence GBIl; elle pousse 
au contraire la bielle vers 
la droite pendant que le 
boulon de la manivelle 
parcourt l'autre moitié 
(le la circonférence IIIG. 
Le point A est assujetti 
Fig. 3. par des glissières à suivre 

la droite AO qu'on sup- 
pose horizontale. On demande Téquation du mouvement du 
treuil, la tension du fil CK et celle de la bielle AB. 
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Soit T la tension du fil et N la tension de la bielle. Appelons 
o le rayon OC, R la longueur OB de la manivelle, L la longueur 
A6 de la bielle ; a et 3« les angles GOB, OAB, le premier crois- 
sant indéfiniment dans le sens GBH, le second oscillant pério- 
diquement entre deux limites, Tune positive, l'autre négative. 
Nous Torons abstraction des frottements, ainsi que de la 
masse de la bielle. 

Soit u> la vitesse angulaire du treuil; tùa sera la vitesse 
linéaire du poids P, et l'équation de son mouvement sera 

9 dt 

Le treuil est sollicité par la tension du fil et par la tension 
de la bielle: soit OD=p la dislance de la bielle à l'axe 
de l'arbre tournant; soit encore I le moment d'inertie du 
treuil. L'équation de son mouvement est 

G)mme nous faisons abstraction du t)oids et de la masse 
de la bielle, la tension N se retrouve la même à rexlrémité 
A, où elle fait équilibre à la force F et aux réactions dos glis- 
sières. On a par conséquent 

F = Ncos3, doù 1*011 tire N = 

Pour déterminer p = OD, observons que OD x AB, ou ]jL, 
est égal à AOxBE, car ces deux produits mesurent chacun 
le double de l'aire du triangle AOB. Soit A0= x. Nous aurons 

« = ADcos^ — OBcosa = Lcosâ — Rcosx, 

aTec la relation 

ADsin^ = BE = OBsino, 

OU bien 

Lsin^ = Rsina. 

On déduit de colle-cr 

R . 

SID^ = T-smat, 



5} 

et par suite 
Donc 
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cos(3 






sin'a- 



ff = L y/ 1 — ^ 8in«a — ï^cosi 



et 



p = 



â:I)sinx 



=Bsin« v/ 1 — r^siu'a — 



R'i^iiiacosae 



On a aussi 



N = 



cos 



y 1 — j-5 sin«a 



L'équation du mouvement du treuil est donc 

1 à(a ,,D •« FR'sinaCOSa - 

I -77 = ïRsina :=: —Ta. 



4/4 i"^' • 



sin*a 



Cette équalion, jointe à la première, délermine raccôlôra- 

tion angulaire -tt et la tension T, en fonction de la force F 

et de l'angle a. 

22. La méthode que nous avons suivie n'est qu'approxima- 
tive, puisqu'elle néglige la masse d'une pièce AB dont le 

poids peut avoir une 
ccrlaine importance. 

L'équation des forces 
vives permet de pousser 
plus loin le calcul. Elle 
va nous faire connaître 
une relalion entre l'ac- 
célération angulaire du 
treuil, la force F et le 
poids P, en tenant compte 
de la masse de la tige AB. 
Nous supposerons que le treuil soit centré, c'est-à-dire que 
le centre de gravité delà partie tournante soit sur Taxe 0. 




Fis. *• 
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Au point A, élevons une perpendiculaire AM sur la droite 
AO, el prolongeons le rayon OB jusqu'à la rencontre de celle 
ligne en M. Le point M sera le centre instantané de ro- 
lalion de la bielle. Appelons o) la vitesse angulaire du treuil, 
cl û la vilesse angulaire instantanée de la bielle AB autour 
du point M. Ces deux vitesses sont liées entre elles par la 
relation MBxû=OBX(i), qui exprime de deux manières 
difTërentes la vitesse linéaire du point B. La vitesse linéaire du 
point A est MA X Û ; celle du poids P est OC x (i>. 

Le centre de gravité de la bielle est un point M% qu'on peut 
supposer au milieu de la longueur AB. Soit Q le poids de la 

bielle ; - sera sa masse ; appelons K son rayon de giration par 

rapport à Taxe projeté en M\ Le rayon de giration par rap- 
port à l'axe projeté en M sera égal à yKM-MM^- Le moment 
d*inertie de la bielle par rapport à l'axe M est donc 

Mais dans le triangle AMB, M' étant le milieu du côté AB, 
on a 

ÎÏÏ* + SI? = 2 (MÏP* + ÂM'*). 

Donc 

Exprimons les longueurs AM, MB, AM' en fonction de la 
distance OA=x. Nous aurons 

AM = xtanga(, 

0M = -^, 

eus a 



On a d'ailleurs 



COSx 



AM'=*L. 



52 TENSION 

On en déduit 



fiî'^= 1^^ ^- — Jl« 

x« flang«« -h -V) + — + R*- 5 L* 

\ ** COS'a/ • COS« 2 

= T 

Le moment d'inertie de la bielle par rapport au point M est 
donc 

„ / *. (,ang..+ -L-) + i^+R.-i L«\ 
Q l Vf I V cos * g/ ' cosa ' 2^ I 

et la force vive de la pièce est égale à 

^ / x«(lang«a-f -V) + — + R*-5 lA 
? \k^+ -A-- ^^^% ^"^" i-JQt. 

fonction que nous exprimerons sous forme abrégée par 
-Q\(x), en observant que tanga et cosa sont des fonctions 

if 

connues de x. 

p 
La force vive du treuil est W ; celle du poids P est - wV. 

Lorsque le treuil tourne d'un angle infiniment petit da= gxU, 
la force vive s'accroil de sa différentielle, et la moitié de son 
accroissement est égale à 

quantité qu'on doit égaler au travail élémentaire des forceSi 
Or les forces sont au nombre de trois, savoir : 

Le poids P, qui monte de la quantité adx, ce qui donne un 
travail négatif égal à — Parfa; 

La force F, qui produit un travail positif Vdx; 

Le poids de la bielle, qui produit un travail égal à 
— Q X M"m, Wm étant la projection verticale du déplacement 
M'M' du centre de gravité, quand la bielle tourne autour du 
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point H d'un angle Qdt. Ce terme serait assez diflicile à cal- 
culer directement ; au lieu d'évaluer M"m, remarquons que 
Ton peut, sans changer le travail de la pesanteur, substituer 

à la bielle un poids ^ placé au point A, et un poids ^ place 

au point B, car la composition de ces deux poids donne un 
poids total égal à Q, appliqué au point M^ 

Le poids ^ placé en A ne produit aucun travail, puisque ce 

point se meut horizontalement. L'autre poids ^, placé en B, 

se déplace le long du cercle d'une quantité BB'=R(la, qui 
fait avec la verticale l'angle a, et dont la projection verticale 
estRcosa(/2. Le travail de la pesanteur sur la bielle est donc 

i 

— ^QViCOSadx. 

L'équation des forces vives devient en définitive 

On peut d'ailleurs exprimer x en fonction de a, et Q en 
fonction de b) et de l'angle a; enfin daL=iùdt. Les opérations 
sont assez laborieuses, mais elles n'ont rien de difficile, et 
elles conduisent, après l'élimination de Q, de x et de c(x, ù 

déterminer rrr en fonction de la force F et de l'ande a. Pour 

dt ^ 

intégrer cette équation, il faut connaître la valeur de la force 
F pour chaque position du système tournant. 

Connaissant b) en fonction de t^ on en déduira la loi du mou- 
vement du treuil par l'intégration de l'équation da = (i)A ; par 
conséquent la loi du mouvement du poids P. L'équation 

- fl-r:=T — P fera connaître alors la tension T du fil. Pour 
g dt 

déterminer la force N exercée par la bielle sur le bouton B de 

la manivelle dans le sens de sa propre direction, on appli- 

IT. — Mie. COLUGXOa. 3 
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qucra Téquation de l'accélération angulaire au mouvement 
du treuil considéré seul : 

I^ = NX0D— TxOC- 

La force N sera la tension de la bielle au point B; comme 
ici nous tenons compte de la masse de la bielle, celte tension 
ne sera pas la même en tous les points de la longueur AB. 
Pour la déterminer en chaque point, il faudrait considérer iso- 
lément des éléments infmiraent petits de cette longueur ; 
connaissant le mouvement de chaque élément, on pourra 
exprimer que ce mouvement est produit par les forces qui 
sollicitent Tèlément considéré, savoir, la pesanteur et les 
réactions des éléments voisins. Le problème analytique qui en 
résulte est d'une difficulté plus élevée que ceux que nous avons 
résolus jusqu'ici. On voit qu^en général les réactions de deux 
éléments consécutifs ne sont pas dirigées suivant la tige 
AB : les forces d'inertie des divers éléments comprennent, 
par exemple, des forces centrifuges qui émanent des centres 
instantanés de rotation M, et qui tendent à courber la tige. 
De là le fotiettemeiit des bielles que Ton constate dans toutes 
les machines où le mouvement des pistons se fait avec une 
certaine rapidité. 



CHAPITRE m 

DES VOLANTS. 



23. Un volant esl une roue massive destinée à régulariser 
la vitesse d'une machine, une fois la marche normale établie. 
On sait qu'alors le mouvement de la machine est en général 
devenu périodiquement uniforme, d'où résulte que, pour 
chaque période, le travail dépensé par le moteur est égal à la 
somme des travaux de toutes les résistances. Cette égalité 
sufGt pour assurer la périodicité du mouvement d'une 
machine, et pour ramener au bout de chaque période les 
vitesses de ses diiTérents points matériels aux mêmes valeurs. 
Klais elle n'influe en rien sur les variations des vitesses pen- 
dant la durée de la période. C'est ici qu'on fait intervenir 
un volant pour restreindre l'écart entre la vitesse maximum 
et la vitesse minimum, et resserrer les vitesses extrêmes 
entre deux limites aussi rapprochées qu'on le voudra. 

Considérons un arbre tournant soumis à diverses forces, 
que nous pourrons réduire à une puissance et à une résistance. 
Mous supposerons que le mouvement soit périodiquement 
uniforme et que la période comprenne un tour entier. La vi- 
tesse angulaire o est variable pendant la période, mais elle se 
retrouve la même à chaque tour que l'arbre accomplit. Si 
Ton appelle T» le travail moteur correspondant à un tour, et 
T^ le travail résistant, y compris le travail utile, on aura pour 
la périodicité du mouvement l'égalité 

T«=:Tr. 
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La vitesse (.> étant variable, mais revenant périodiquement 
à la môme valeur (o^, a un maximum et un minimum 
dans l'étendue de la période; soit o)' le minimum, u>" le maxi- 
mum, I le moment d'inertie de Tarbre tournant et de toutes 
les masses qu'il entraine. Les vitesses co' et ta" correspondront à 
des positions déterminées du système mobile. Appliquons le 
théorème des forces vives entre ces deux positions : il viendra 

T^ et T'r étant les quantités de travail fournies par la puis- 
sance et la résistance quand le système passe de la position 
du minimum à celle du maximum. Le second membre étant 
une quantité déterminée, on voit que w"* — w'* sera d'autant 
moindre que I sem plus grand. Or 

0^ — 0,'»= {«• — «') X (o*" -f-wO. 

La demi-somme — ^ — > moyenne des vitesses angulaires 

extrêmes, diffère peu de la vitesse moyenne Û de l'arbre tour- 
nant, quantité constante que l'on peut supposer connue. 
L'équation devient donc 

I X («" — «') X û=T'b, — t;. 

1 1 

Posons (1)" — w'=-û; lafraclion - sera ce qu'on appelle 

n n ^* 

le coefficient de régularisation de la machine. Il viendra 

T' T» 



1 = 



la. 
fi 



Telle est la valeur à attribuer au moment d'inertie de 
l'arbre tournant pour que Técart, a**'— w', entre les vitesses 

angulaires extrêmes soit une fraction donnée, -, de la vitesse 

n 

angulaire moyenne. Si l'arbre n'a pas par lui-môme un mo- 
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ment d'inertie suffisant, on devra compléter ce moment 
d'inertie au moyen d'une masse additionnelle, qui consti- 
tuera le volant. 

Le rôle du volant dans la marche d'une machine est indi- 
qué par réquation des forces vives. Au bout de la période, le 
volant reprend la vitesse qu'il possédait au commencement; 
sa force vive disparait donc de l'équation appliquée à la 
période entière, et sa masse n'influe pas sur la vitesse 
moyenne de la machine. Mais dans l'étendue de la pé- 
riode, le volant (end à relarder la machine quand le travail 
moteur l'emporte sur le travail résistant, et tend au con- 
traire à l'accélérer quand le travail moteur est inférieur au 
travail résistant. On peut le comparer à un réservoir qui 
se remplit quand la machine accélère sa marche, qui se 
vide quand il y a ralentissement, et qui tend toujours à 
maintenir un certain niveau moyen, correspondant à la vi- 
tesse moyenne. Le volant emmûgasine sous forme de force vive 
Texcès du travail moteur, et restitue cet excès quand le tra- 
vail résistant devient en excès lui-même. Nous allons passer 
en revue les principaux problèmes qui se présentent dans ré- 
tablissement d'un volant pour une machine à bielle et à ma- 
nivelle ; nous examinerons ensuite la méthode qu'il faudrait 
suivre dans le cas général où il s'agirait d'une machine quel- 
conque. Enfin nous aurons à étudier l'influence des masses 
placées dans certaines conditions spéciales, et notamment 
Tinfluence des volants d'outU. 



MANIVELLE SIMPLE A SIMPLE EFFET. 



24. La bielle iMP met en mouvement l'arbre au moyen de 
la manivelle OM (fig. 5). Pour plus de simplicité, nous suppo- 
serons que la bielle reste parallèle à la ligne AB. Une force 
constante P agit sur la bielle dans le sens MP pendant que le 
bouton de la manivelle décrit la demi-circonférence AMB. Au 
delà, aucune force ne sollicite plus la bielle, et le bouton par- 
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court la seconde demi-circonférence BNA en vertu de la vi- 
tesse acquise ; une résistance con- 
slanlG Q est appliquée tangentiellc- 
ment à un cercle de rayon OC^t. 

Soit a la longueur OA de la mani- 
velle. 

Exprimons d'abord la périodicité 
du mouvement pour un tour entier 
de l'arbre 0. Le travail de la puis- 
sance est PxAB, ou Px2a; le tra- 
vail de la résistance pris positive- 
ment est Q X ^Tib. La périodicité exige qu'on ait l'équation 




Px2n = ûx2sfr, ou bien _- = -. 

Cherchons l'équation du mouvement de l'arbre tournant ; 
u étant la vitesse angulaire, on aura, quand le point M par- 
court ta demi-circonférence AMB, 

<(«_PxOI — ûxOC_Pa5ina— QS 



cl quand il parcourt la dcmi-circonfércnce BNA, -^.= — H-; 

a est l'angle AOM, décrit par la manivelle à partir de la po- 
silion OA, et I le moment d'inertie de l'arbre tournant et des 
masses qui font corps avec lui. Pour déterminer le mouvement 

de l'arbre, il faudrait remplacer u par -^, '-^ par ~, et 

intégrer cette équ&lion. Mais on peut évîler cotte opération. Ce 
que nous clierchons, ce sont les positions de la manivelle OA 
qui rendent u maximum et minimum; ces positions sont ca- 
ractérisées par l'équation -^ = 0, ou bien 
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A celte valeur de sina correspondent deux valeurs supplé- 
mentaires de a, Tune égale à 18* 33\6, l'autre à 16i* 26',4 ; 
elles définissent deux points M' et M", situés dans la demi- 
circonférence AMB, pendant le parcours de laquelle la force 
P agit. Ces deux points M' et M" sont situés sur une parallèle 
à la direction constante de la bielle. 

Il faut distinguer le maximum du minimum. Or, quand le 
bouton de la manivelle part du point A, le moment de la 
force P esl nul, et va croissant avec l'angle a, tandis que le 
moment de la force Q reste constant; au point M', il y a égalité 
entre les moments des forces P et Q ; donc le moment de P 
est inférieur au moment de Q pour toute valeur de a inférieure 
à a'=<8*33',6. On reconnaîtrait de même qu'entre a et 
a'=161*26',4, le moment de P surpasse le moment de Q. 
Par conséquent la vitesse angulaire croit quand a passe de la 
valeur a' à la valeur a", et décroit quand le bouton de la ma- 
nivelle achève le reste de son tour, en décrivant l'arc M^BNAM'. 
Donc enfin o! correspond au minimum, et a" au maximum de 
la vitesse angulaire. 

Soient îù' et a)" les valeurs des vitesses angulaires dans les 
positions OM' et OM" de la manivelle. 

Appliquons le théorème des forces vives entre les deux 
positions définies par les valeurs a! et a". Le travail de la 
force P sera égal à PxM'M", ou à PxSacosa'. Le travail 
de la force Q est égal à son moment, Qfr, multiplié par l'an- 
gle M'OM', évalué en parties du rayon ; cet angle est égal 
a 5c — 2a', a! étant celte fois estimé en parties du rayon et non 
en degrés. Nous avons donc l'équation 

1 

* I(e,''«— o/i) = Px 2a COSa' — Q6(:r — 2a'). 

Remplaçons ^ ^ ^ par Û, w" — w' par -Û, Qft par —, et 
il viendra 

jû« = 2Pax (cosflt' - ^^^^\ 
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La quantité entre parenthèses représente un nombre qu'on 
peut calculer; on trouve 0,5511, et il vient Téquation 

Iû« = 2PflnX0,55il. 

La vitesse Û se calcule d'après le nombre N de tours que 
fait la manivelle par minute. On en déduit 

^ SttXN 

Px2a est le travail moteur pour un tour entier. 

Appelons II le nombre de chevaux vapeur qui représente la 
puissance de la machine. Le travail moteur en kilogramme- 
très par seconde sera Hx 75; par minute, II X 75 x60, et 
pour un tour 

Hx75xC0. 

N • 

donc 
Remplaçons Û et 2Pa par ces valeurs ; il vient 



et enfin 



,xiî^*=iL><2|><i»x«xo,55u. 



. Il X 75 X 60^ X fi X 0,55 1 1 II« _ ^«a w i 
' = Â^^ = M X '^^*^- 



Le moment d'inertie I se compose de la somme des mo- 
ments d'inertie de toutes les pièces taisant corps avec l'arbre. 
Parmi ces pièces, la plus importante est le volant ; négligeons 
ia masse de toutes les autres. Nous aurons I = MR*, M dé- 
signant la masse de la couronne métallique, et R son rayon 

nR* 

moyen ; si n est le poids du volant, nous aurons 1= — et par 



suite 



DR» = ^^ X 22C144 = ^ x 2 218 472. 



On' peut satisfaire à celle équation en prenant arbitraire- 
ment n et en en déduisant R, ou réciproquement. Plus on aug- 
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mcntera R, ptus on réduira n, plus on rendra la machine 
l^ère, et plus on diminuera les frottements sur les tourillons 
de l'arbre. Hais nous verrons plus loin qu'il y a une limite 
pour R, et qu'un trop grand rayon aurait de graves inconvé- 
nients au point do vue de la rèsislancc de la couronne. 



NAKIVELLE SIUTLE A DODBLE EFFET. 

25. La force constante P, qui sollicite la bielle parallèle, agit 
de baul en bas quand le bouton dé- 
crit la demi-circonlérence AMB, et 
de bas en haut quand il décrit la 
dcmi-circonférencc BSk. Le travail 
moteur pour un tour, est 

Px3AB=Px4a, 

et le travail résistant, pris positive- 
ment, 

OxSnt. 




Fîj. e. 



La condition du mouvement périodique et uniiorme est 

ou bien 

Où 3 



De cette équation on lire SPn^i^Qi», et celle relation in- 
dique que le mouvement est périodique pour chaque demi- 
circonférence; il suffit de considérer une période; nous 
prendrons celle qui commence au passage du bouton de la 
manivelle au point A, et qui finit à son passage au point B. Le 
maximum et le minimum de la vitesse angulaire dans cet 

intervalle répondent h la condition ■jT^=(i, ou à l'égalité des 
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moments de la puissance P et de la résistance Q. Les positions 
cherchées sont donc déGnies par Tëquation 

Pa siu a = Qb, 

c'est-à-dire par l'équation sin a= p-- = -. 

On en déduit pour a deux valeurs, l'une a^ égale à 39*32',4, 
Tautre a!\ égale au supplément de la première. Une discus- 
sion semblable à celle qui a été faite pour le cas précèdent 
montre que a! répond au minimum de co, et a" au maximum. 
Les deux points M' et M" qui correspondent à ces valeurs de 
l'angle a sont situés sur une parallèle à la droite AB. 

Dans la seconde demi-circonférence on trouverait de même 
pour le minimum un point M'", opposé diamétralement à M', 
et pour le maximum un point M'^, opposé à M*. 

Appliquons le théorème des forces vives au système pas- 
sant de la position M' à la position M"; il viendra, en appelant 
0)' et 0)' les vitesses angulaires, 

iltc»*^ — «'«)=- Q*=Px2acos«'— Q6xlii — 2al 

m 11 

OU bien 

— = 2PaX I coso' )• 

Dans ces équations a' est évalué en parties du rayon. Le 
nombre entre parenthèses est égal à 0,2105. 

Soit encore II le nombre de chevaux-vapeur de la ma- 
chine; N le nombre de tours que fuit la manivelle dans une 
minute. Nous aurons 

et 

gn,_ Hx75xC0 
' 2N 

L'équation devient donc 

4:c«X«_ Hx75x60 
^ 6Ô«îr 3N ^ ''' *^^' 
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lilXl5x00»x0,2I05 Hn^ 



Appelant n le poids du volant et R son rayon moyen, on 
aura donc 



nB»=5^X 43189 = 



«îX 



Comparée à la manivelle à simple clfet, la manivelle k 
double effet réduit le moment d'inertie nécessaire, toutes 
choses égales d'ailleurs, dans le rapport de 2105 à 5511, ou 
dans le rapport de 3 à 8 environ. 



UAKITELLE DOCBLE A DOUBLE EFFET. 



26. Supposons que sur le même arbre tournant on 
monte deui manivelles à angle droit, OM, OM', sollicitées cha- 
cune par une bielle NP, H'I", qui reste constamment paral- 
lèle au diamètre AB. Chaque bielle 
«st à double effet, c'est- à-dire qu'elle 
lire du haut vers le bas quand le 
bouton de la manivelle parcourt la 
demi-ctrconfércncc AMM'B, et qu'elle 
pousse du bas vers le haut quand le 
boulon est passé dans l'aulrc demi- 
circonférence Àmm'A. Les deux for- 
ces P, P' qui agissent suivant ces 
bielles sont de plus égales et coq- 
stantes. 

Le travail moteur pour un tour ^ 

sera 8Pa, e( le travail résistant, pris 

en valeur absolue, 2icQfr. La condition du mouvement pério- 
dique et uniforme est 
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OU bien, en divisant par.4, 

elle montre que la périodicité du mouvement a lieu pour un 
quart de tour. Il est facile de vérifier que la somme des 
moments des forces mouvantes est la même dans les posi- 
tions de la figure qui correspondent à une valeur de l'angle 

a = AOM y et à cette même valeur augmentée de ^ • En 

effet, considérons les deux positions des manivelles MOM' et 
M'Om. Dans la première, les deux forces égales P et P' agissent 
dans le même sens et du même côté du centre de l'arbre 
tournant. Dans la seconde, elles agissent de côtés différents 
du centre, mais dans des sens opposés ; le moment de la force 
mP est d'ailleurs égal au moment de la force MP, de sorte 
que dans ces deux positions la somme des moments est la 
même. 

Il suffit donc de considérer ce qui se passe quand le bou- 
ton M décrit un angle droil à partir du point A. Les deux forces 
P, P', se composent en une seule force 2P, appliquée au point K, 
milieu de la corde MM' ; le moment de celte force par rapport 
h Taxe est 

2P X OK sin KOA, 

ou 

2PX;^8in(a+^J=Pav/5sin(a+^) 

La condition qui définit le maximum ou le minimum de la 
vitesse angulaire pendant le parcours du premier quadrant 
est 

on en déduit 
A ce sinus correspondent deux arcs positifs et <<«; si on 
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appelle j + a' le plus petit et f H- »' le plus grand, celui- 
ci est le supplément du premier, et Ton a par conséquent 



-4-""* ={ + * ' 



d'où résulte la relation 






Les deux valeurs de a' et a", qui correspondent la première 
au minimum, la seconde au maximum de la vitesse angu- 
laire, sont donc complémentaires. On trouvera pour Tune, en 
degrés, 

a' =19*12', 

et pour l'autre 

a" = 70-48'. 

Appliquons le théorème des forces vives quand la mani- 
velle OM passe de la position a à la position oH. Le travail des 
forces P et P' sera égal au travail de la force 2P appliquée au 
point K, c'est-à-dire à 



ou bien à 



SPav'Scosf^ +a'j 



+ a')» 

puisque 7 H- a' est le supplément de ^ -h a'. 
Le travail delà résistance est égal en valeur absolue à 

of et fl/ étant évalués en parties du rayon. 
L'équation des forces vives sera donc 



=.4!^nii±:i_=-]. 
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Réduisant la parenthèse en nombre, il vient 



i Q< = 8Pii X 0,OiO«. 

M 



On en déduit successivement 



et 






ua« = ^ X 42644. 



27. Les trois cas que nous avons examinés se résument 
dans le tableau suivant : 

Produit ^R^ 

.là siinpleeffet 5^*x 2218472 

M • Il y ""P^® { 

ManiTeUe ( j double effet X 423 684 



I 



double à double effet x 42 644 



Le produit nR* serait encore moindre si Ton employait 
trois manivelles à double effet, moulées à ISO"" les unes des 
autres. 

Mais nos calculs supposent que les bielles restent constam- 
ment parallèles à la ligne AB des points morts. Il n'en est pas 
ainsi dans la pratique : de là une première cause d'irrégu- 
larité, qui conduit à augmenter le moment d'inertie du 
volante Une autre cause résulte de ce que la force motrice 
P n'est généralement pas constante. 

Observons aussi que notre formule 

nR« = H^xK, 

où K désigne un nombre abstrait dépendant de la disposition 
de la machine, suppose expressément le volant calé sur i'ar- 

^ Dans le cas de la manivelle double à double efïet, la bielle ayant 5 à 6 fois 
la longueur de la manivelle, on trouve que le coclïicient 0,0106 de l'équation 

— =Tx 0,0100, Tétant le travail moteur, doit être remplacé par 0,03^5 

poui* tenir compte de l'obliquité. 
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brc qui porte les manivelles. Elle devrait être modiCée, si Ton 
plaçait le volant sur un autre arbre, engrenant avec le pre- 
mier. 

HOXOGÊKÊITÊ DES FORMULES. 

28. Proposons-nous de recomiaitre rhomogënëilè de la for- 
mule 

H est le travail moteur en chevaux ; c'est le rapport d'un 
certain travail, PA, au temps t employé pour le produire. P 
représente une force ou un poids, et h une longueur. Posons 
donc 

fi est un nombre absolu, ainsi que K. 

h' 
g est une accélération, homogène à la quantité -7^, W dési- 
gnant une longueur, et t' un temps. 

N est le nombre de tours accomplis dans un temps donné ; 

1 
c*est une quantité homogène à -„, 1" désignant un temps. 

Donc le produit -^^xK est homogène à 

Le rapport de f^ à tt'* est un nombre ; hk' est homogène au 
carré d'une longueur, et la formule exprime par conséquent 
l'égalité de deux produits de même nature. 

La formule nR'=K' ^ n'est pas homogène, parce qu'on 




Fig. 8. 
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Traçons dans un plan deux axes rectangulaires OX» OY. 1x5 
premier, OX, sera Vaxe des arcs ou des angles au centre dé- 
crits par l'arbre tournant; 
le second» OY, sera Vaxe 
des moments des forces -P 
ctQ. 

Sur le premier axe, pre- 
nons arbitrairement une 
longueur OA pour repré- 
senter la circonférence en- 
tière, 2::. Chaque point de 
rintervalle OA correspondra à un certain angle a. On connaît 
pour cet angle les valeurs des moments Pa et Qft. Portons en 
ordonnées au point a les longueurs ap=Pa, ag =Q6. 

En répétant cette construction un certain nombre de fois, 
on tracera par points deux lignes, dont Tune, MpM', représen- 
tera les moments successifs de la force mouvante P, et Pautre 
NgN', les valeurs absolues des moments successifs de la force 
résistante Q. Le travail élémentaire de la force P, pour un dé- 
placement angulaire de l'arbre égal à da, est Vaxdx; il 
est représenté sur la figure par Taire paa'p' d'un rectangle 
infinitésimal, ayant ap = Pa pour hauteur et ax'=da pour 
base. De môme le travail élémentaire de Q, pris positivement, 
est représenté par Taire aqq'a ; de sorte que Taire qpp'q\ com- 
prise entre les deux courbes, représente la diiïérencc des deux 
travaux, c'est-à-dire le produit (Pa—Q6)rfa. Cette différence 
est positive quand le point p est au-dessus du point 9; alors le 
travail élémentaire des forces P et Q est moteur ; il en est 
ainsi entre les points E et F où les courbes se rencontrent. La 
différence est au contraire négative à gauche du point E et à 
droite du point F, et en même temps le travail élémentaiixi 
des forces est négatif. La périodicité du mouvement tour par 
tour exige que la somme algébrique des travaux élémentaires 
des forces P et Q soit nulle pour un tour entier. On doit donc 
avoir 

aire EprqlÈ = aire ENU -f- aire FR'M'. 
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En général, les forces P et Q repassent par les mômes posi- 
tions et les mêmes grandeurs à chaque lour, de sorle que 
les ordonnées extrêmes des deux courbes doivent se retrouver 
les mêmes. On a donc Ajr=OM et AN'==ON, égaillés qui en- 
traineut comme conséquence un double croisement au moins 
des courbes MM' et NN' entre les abscisses et 2z, sans quoi 
la somme algébrique des aires comprises entre les deux cour- 
bes ne serait pas nulle. Les courbes peuvent se couper deux 
fois, comme le représente la figure, ou 4 fois, 6 fois, ... tou- 
jours en nombre pair. Les points E et F, où les courbes se ren- 
contrent, définissent les angles Os, O9, pour lesquels les mo- 
ments des forces P et Q sont égaux et se détruisent. Ce sont 
donc les positions d'équilibre de ces forces, et par suite les po- 
sitions qui rendent la vitesse angulaire (o^ maximum ou mi- 
nimum. 

Pour distinguer les maxima des minima, on observera 
qu'aux environs d'un minimum, la vitesse angulaire dé- 
croissant pour croître ensuite, le travail des forces passe 
du négatif au positif. Le point E correspond donc à un 
minimum, car, un peu avant, la courbe des valeurs de Qb est 
au-dessus de la courbe des valeurs de ?a ; le contraire a lieu 
un peu après. On reconnaîtrait de même que F correspond à 
un maximum. Généralement, les minima et les maxima alter- 
nent ainsi dans retendue de la circonférence. 

Admettons, pour fixer les idées, qu'il n'y ait, dans le tour 
entier, qu'un minimum, correspondant au point E, et un 
maximum, correspondant au point F. Nous appliquerons 
le théorème des forces vives entre la position définie par 
l'angle Oe et la position définie par Tangle O9. Appelant co' et 
iù" les vitesses angulaires correspondantes, û la vitesse 
moyenne, supposée égale à la moyenne des vitesses extrêmes, 
et n le coefficient de régularisation, il viendra 

T étant le travail des forces P et Q depuis TabscisseOe jusqu'à 



V-^ 1 p' V M 
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l'abscisse 0?. Ce travail est mesuré sur lY'pure par l'aire 
E^FiyE. Pour l'éviihier en kilogram mètres, on pourra cliercher 
son rapport à l'aire OME/jFH'AÛ, qui représente le travail 
moleur total pour iin tour entier de l'arbre principal. Connais- 
sant le travail moleur et le rapport de ces deux aires, on en 
déduira le travail T. L'équa- 
tion précédente détermine 
ensuite le poids II. - 

51. La métliQile à suivre 

serait analogue s'il y avait 

4 ou un plus grand nombre 

de positions d'équilibre. 

Supposons qu'il y en ait 4, 

cl qu'elles correspondent au 

point E, F, G et H. Les points E et G seront des minima, les 

points F et H des maxima. On pourra alors essayer diverses 

combinaisons d'un maximum avec un minimum, savoir : 

E cl F. aurjuc! cas l'airo ii ivalurr est l'aire EyiFj, 
Eelil. ■ • f.i-fg — fi''Qij' + Cj>'B-j; 

FelG, s » — Fî'C;;', 

Enfin Cel 11. . » Cp~l\<j'. 

On devra prendre paimi ces 4 combinaisons celle qui donne 
pour le travail T la plus grande valeur absolue. 

VOUM FOUn l'HE tlACI]IN£ A DALA^CIEII. 

52. La macbine dont nous allons nous occuper est une ma- 
chine à vapeur à balancier; la puissance P agit suivant une 
droite PF, sensiblement Ii.\e, el éloignée du centre C du ba- 
lancier de la quantité CF =^r, sensiblement constante. Le ba- 
lancier DCE oscdle autour du point C; son extrémité F, est 
articulée à la bielle EM, qui est arlicnlèc elle-mérae au bouton 
M de la manivelle. Les positions extrêmes du balancier sont 
D'E' et D"E", qui correspondent, l'une au cas où la bielle 
et la manivelle sont en prolongemenl l'une de l'autre, en 
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E'II', H'O, l'autre au cas où les deux pièces ont la même 
direclion, PM', M'O, la seconde élant en retour de la première. 
La rotation s'effectue au- 
tour du point C dans te sens 
M'MH*, tandis que le ba- 
lancier a un mouvement 
alternatif; laforcePchange 
de sens à chaque oscillation 
simple, et agit dans le sens 
du mouvement du balan- 
cier. 

La résistance Q est ap- 
pliquée à une distance OH 
constante du point 0. 

Soit OM = a, OlI^fr, 
EM^L, CC^e. Nous avons 
dt'jà posé CF = r. Nous [■;. ,g 

compterons les angles dé- 
crits par le rayon OU dans le sens de son mouvement, h partir 
du point mort supérieur M'. Soit doncM'OM^a. 

Nous représenterons par I le moment d'inertie de l'arbre 
tournant par rapport à l'axe 0, y compris le volant qu'on y 
suppose monté, et par 1' te moment d'incrlie du balancier 
par rapport à l'axe C. Appelons ci>,la vitesse angulaire de l'arbre 
tournant quand le bouton de la manivelle passe au point 
mort H', u la vitesse angulaire du mémo arbre quand te boulon 
de la manivelle passe en un point M quelconque. La vitesse 
angulaire du balancier est nulle quand la machine est à l'un 
des points morts; appelons w' la vitesse angulaire de la 
même pièce dans la position DCE qui correspond au passage 
' du bouton de la manivelle en M. Soit T. le travail de la puis- 
sance P entre ces deux positions, et T^ le travail de la résis- 
tance Q. Nous aurons, en négligeant la lorce vive de la 
bielle EM, l'équation 



(•» 



■|(^_»..) + |I'„'. = T,-V 
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Joignons OC, cl prolongeons cette droite et la droite EU 
jusqu'à leur rencontre en L. Nous savons (I^ g 139) que 

— = YT* ^^ ^^"^ P^^ ^^ point nous menons OK, parai- 

bi tiL 

lùle à CE, jusqu'à la rencontre de la bielle prolongée, les 
triangles semblables CLE, OLK, nous donneront la proportion 

0L_0K 

CL"" ce' 
et par suite 

,_0K 
" ""CÈ^**' 

CE est une quantité constante, e; OK est une grandeur variaUs 
avec la position de la manivelle et du balancier. Nous la repré- 
senterons par /, et nous aurons la relation 

•r = — • 

c 

Le travail de la force P peut s'évaluer de la manière sui- 
vante. Le travail élémentaire, pour un déplacement angulaire 
du balancier égal à tà'dty est 

ce qu'on peut écrire aussi 



ou enfin 



c 



' — da, 
c 



Le travail moteur T« sera donc égal à 



/: 



C 



oa& 

cjo 

Le travail élémentaire de Q sera de même représenté eo 
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«leur absolue par Qbxwtlt, ou Qbdx, et le Iravail total, 
quond a varie de à .sa valeur «= M'OM, sera 

L'^qtialion (1) dcvlnnlilonc 



m 



«(«• 



^ = -^ f'fUU — b f'c 



Lc3 intégrales indiquées peuvent se calculer par dc'S qua- 
dratures. Il suffit de partager la circonférence en un certain 
nombre m départies égales; on suppose données les valeurs 
de P et de Q pour chacune des positions correspondantes du 
bouton de la manivelle; la variable I est donnée sur la figure 
par une construction géométrique. On peut donc calculer les 
valeurs des deux intégrales, et déterminer avec une suffisante 
approximation les valeurs successives du second membre. 
Une condition doit être remplie par les forces P et Q, c'est de 
falîsfaire à l'équation 



;X''''"-'ir'*'-= 



elle est nécessaire pour assurer tour par tour le mouvement 
périodiquement uniforme de la machine. On simplifiera le 
premier membre de l'équation (2) en observant que dans le 

(orme !!'—;- la vitesse angulaire u diffère peu de sa valeur 

moyenne û, puisque la présence du volant assure la presque 
uniformité du mouvement. L'équation prend alors la forme 



\H>f~>^') = '- j'j'pUh-b C'Qda- 






(3) 

cl dans le dernier terme, /* est In seule quantité variable. 
On pourra donc former un tableau des valeurs du second 
membre pour les m valeurs de x; appelant II l'une quel- 
""^que de ces valeurs, II sera une fonction continue de a, 
s'annulant pour a = et pour (i=2jc, a dans l'intervalle 
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un maximum et un minimum, ou deux maxima et deux mi- 
nima, ou trois maxima et trois minima, et ainsi de suite. On 
déterminera ces maxima et ces minima d'après ^l'inspection 
du tableau ou la construction d'une courbe. Appelons H^ le 
plus grand des maxima, et H, le plus petit des minima (eu 
égard aux signes). Â la différence H, — H, correspondra le 
plus grand écart entre les vitesses angulaires de Tarbre tour* 
nant ; appelons o)^ et (o, la vilesse maximum et la vitesse mi- 
nimum, et soit n le coefficient de régularisation, nous aurons, 

0), -f- w, ^ 

en posant encore —=-3 — - = Q, 

Cette équation fait connaître I et détermine le moment d'iner- 
tie qu'il est nécessaire de donner au volant. 



CALCUL DE LA PLUS GIUKDE TEKSIOM DE LA DIELLE, 

33. Le balancier est soumis d'une pari à la force P, d'autre 
part à la tension N de la bielle. L'équation de son mouvement 
est donc 

P étant l'angle de la bielle avec le balancier. Si Ton suppose P 
sensiblement constant, le maximum de N correspond à pea 

près au maximum de -t- ; or w=— , 
'^ at c 

et 

</w' / r/u , 61 dl, 

dt ''c di "^c di' 

-TT étant toujours très petit, par suite de la régularité d 
mouvement, -^ est sensiblement proportionnel à ^ , ou 



il dd 
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jX-^n OU enfin (i)-|-; nous poserons donc approximalivenient 



dt 



Oi 



c c/x 



Celte équation est rigoureuse aux points morts, pour lesquels 



diù 



dl 



1=0 et -7;-=- -77. Alors w prend la valeur particulière w.. 



dl 



dt e dt 
La question est ramenée à trouver le maximum du rapport 



-— ; il a lieu pour a= 0. 

Prenons un point M infiniment voisin du point mort M' sur 
la circonférence décrite par le bou- 
ton de la manivelle. Joignons E'M, 
et menons OE parallèle à CE'. 

L'élément MM' étant normal à 0E\ 
la droite E'M est égale, aux infini- 
mont petits d'ordre supérieur prés, 
à la droite E'M'. La bielle passe donc 
de la position E'M' à la position E'M, 
on même temps que la manivelle 
décrit Tangle M'OH=(fa. La quan- 
tité dl est représentée sur la figure par OK, puisque / est nul 
pour a=0. Or on a dans le triangle OMK 




OK 
OM 



sinOMK 
sinOKM' 



L'angle OEM est le supplément de Tangle 0, en négligeant 
rangle infiniment petit MOM'; donc sinOEM=sin0. Quant au 
sinus de l'angle infiniment petit OME, il est égal à l'arc qui 
mesure cet angle dans le cercle de rayon égal à Tunité. 
Or O.MK est la somme des angles infiniment petits M'E'M 

et MOM' ; le premier a pour mesure pTr; = -p , le second 

mm;_ . 

UAl~ 
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Donc 



et par suite 



Donc enfin 



0K = rf/=4^.(l+?)« 



ad» 

sinp 



dl _ a A . a\ l+a 

c/« "" sin|S V' "^ E; ~''^ Lsinp* 



Substituons cette valeur dans l'équation , et nous auroiiL ^ 
pour déterminer N l'équation 

Pour en faire usage, il faut distinguer l'instant qui précède? 
le passage au point mort de l'instant qui le suit, car la force P 
change de signe de l'un à l'autre. 

Avant le passage au point mort, le rayon CE' monte et en 

môme temps son mouvement se ralentit : l'accélération -r- 

sera négative si l'on prend pour posilif le sens du mouvement, 
et positive dans le cas contraire. Adoptons cette dernière hy- 
pothèse, c'est-à-dire regardons comme sens positif celui dans 
lequel le point E' s'abaisse. Avant le passage au point mort, 
le sens de la force P tend à faire descendre le point D et à 
faire monter le point E. Le moment Pr doit donc être pris 
négativement, et on a par conséquent l'équation 

Rcsinp=:I'^%^-t^+Pr. 
'^ c Lsin/i 

Après le passage du point mort, l'accélération -t- reste 
positive, mais la force P change de sens, et la formule devient 

Ncsina = I' . . ^ — Pr. 

c Lsin/i 

Une valeur positive de N indique une traction exercée par 
la bielle sur le point E' dans le sens descendant ; la réaction 
du balancier sur la bielle est donc dirigée en sens contraire» 
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c'est-à-dire dans le sens qui tend à allonger la bielle. End'au- 
Ires termes, N positir indique une tension; N négatif indi- 
querait une compression. 

Pour l'application des formules, on remplacera (io, qui n'est 
pas déterminé, par la vitesse angulaire moyenne û, qui en 
diffère très peu. 



EFFORTS INTÉRIEURS AUXQUELS UN VOLANT EST SOUMIS. 

34. Le volant n*est ulile que si sa vi-!esse angulaire ci> varie 
entre deux limites dëlerminces, et qu'elle se trouve alternative- 
ment inférieure et supérieure à la vitesse moyenne Q. Lorsque 
la vitesse de la machine tend à décroilre, une partie de la force 
vive du volant se transforme en travail moteur et tend à ra- 
mener la vitesse moyenne ; quand au contraire le mouvement 
de la machine s'accélère, le volant intervient pour restreindre 
cette accélération, en emmagasinant à l'état de force vive 
une partie de l'excès du travail moteur. 

Le volant est formé d'une jante massive réunie à Tarbre tour- 
nant par des bras métalliques. Chaque point de ce système 
tournant décrit un certain cercle avec une vitesse angulaire «o 

et une accélération -j-. 

at 

La force d'inertie du point se réduit donc à deux compo- 
santes. Tune centrifuge et égale à tn(i>V, m étant la masse 
de ce point et r sa distance à Taxe, Tautre tangentiellc, égale 

à — mr -j7, dans le sens du mouvement ou en sens contraire 
(it 

suivant le signe de Taccélération -tt* Le volant doit être ca- 
pable de résister aux forces réelles qui le sollicitent et 
aux forces d'inertie. Pour vérifier sa résistance, il con- 
vient donc de tenir compte non-seulement du poids de l'ap- 
pareil, des réactions de l'axe et des efforts exercés par les 
corps voisins , si le volant mène d'autres roues, mais encore 
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des forces centrifuges et des forces d'inertie tangcntielles de 
ses propres molécules. 

La force centrifuge agit pour étendre les bras dans le sens 
de leur longueur, et pour distendre la couronne. Elle est pro- 
porlionnelle pour chaque point à ma)V. On voit qu'elle croit 
proportionnellement à r ; la force ccntriruge serait donc très 

grande dans un volant de très grand 
diamètre. SoitO le centre du volant, MN 
un fragment de la couronne, K son 
rayon moyen, et p le poids de l'unité 
de longueur de la couronne, mesurée 
sur sa circonférence moyenne. Cher- 
chons b condition d'équilibre d'un élé- 
ment compris entre deux plans ABO, 
A'B'O, faisant entre eux un angle 
infiniment petit 0. Kégligeanl le poids 
de cet élément et la force d'inertie tan- 
gentielle, nous exprimerons qu'il est en équilibre sous l'ac- 
tion des deux tensions égales t et t', normales aux faces Afi, 
A'B', et de la force centrifuge dirigée suivant la bissectrice 
CF. La force F coupant en deux parties égales l'angle tcfy on 
aura 

2/cos/C0 = F. 

L'angle tCO est le complément de la moitié de ; donc 

cos (CO = sin ^ = ^, en remplaçant le sinus par l'arc lui- 
même. Donc 

W = F. 

Mais le poids de Télémcnt cst/7xR0; sa masse est ^ RO,ct 
la force F est par conséquent égale à 
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Donc 



2 Rfl X ««R = ^ n vo. 
9 y 

9 9 



V étant la vitesse linéaire moyenne du volant^ 
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La tension t développée dans la couronne par la force cen- 
trifuge est donc égale à ta force vive de la couronne par unité 
de longueur. 

Le poids p est le produit du poids spécifique o du métal 
qui compose le volant, par la section transversale S de la 
couronne ; ce qui donne 



et 



<= -SR»ai^ 



b g 



Le rapport -^ est la tension moyenne de la couronne par 

unilé de surface ; on voit qu'elle est indépendante de S, et 
qu'elle croît proportionnellement au carre de R. 11 importe 

donc que R ne soit pas trop grand, sans quoi la tension ^ 

excéderait la limite de résistance du métal, et le volant, quel- 
que section qu'on lui ait donnée, serait brisé par la seule 
force centrifuge. 

La force d'inertie tangentielle, — mr -r-, agit sur les bras 

pour les infléchir, tantôt dans un sens, tantôt dans le sens 
opposé. Elle fait aussi varier d'un point à l'autre les tcn- 
:&ions t de la couronne. On calculera la section à donner aux 
l)ras du volant d'après la plus grande valeur que puisse avoir 

le produit mr -t- ; pour cela, on supposera que les divers frag- 
ments du volant compris entre deux bras consécutifs soient 
concentrés au bout de chaque bras. La masse m est alors égale 
au poids n du volant divisé par le nombre de bras et par le 
nombre 9 ; r est égal à R, rayon moyen de la couronne. Enfin 

on doit attribuer à raccélération -rr la plus grande valeur 

qu'elle puisse avoir. Le reste du problème dépend de la théo- 
rie de la rcsislance des matériaux. 
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o5. Reprenons la question traitée dans le g 18. Deui 
treuils et (ïy solliciiés le premier par une puissance P, le 

second par une résis- 
tance Q, sont réunis par 
une courroie dont le brin 
moteur est AB. Si Ton 
appelle T la tension de 
celte courroie, P^ et Q, 
les valeurs des forces P 
et Q quand on les riàH 
aux circonférences OÂ et 0% \k et \if les masses des treuils 
réduites à ces mêmes circonférences, on aura 

* *^ . / ' * 





Fig. !3. 



di' 



Les accélérations -^ et -^ des treuils et C sont don- 



nées par les équations 



.^'^ = ^-T 



et M'r'^=T-Q. 



Ces équations montrent que les accélérations sont nulles 
si Ton a I\:=Q^, hypolhùse qui rend la tension f égale à la 
valeur commune des forces réduites. Le mouvement des 
treuils est alors uniforme. 

Supposons que la force Qj reçoive un accroissement;), po- 
sitif ou négatif, en sorie qu'on ait Qi=P4 -H p. 

11 en résultera 



T=P|-i-;iX 



'^ 7=I»I + PX — 



M' 






On voit que la variation T — P, aura le signe de p, et par 
suite P^ — T aura un signe contraire. Donc -^ sera positif si 




p est négatif, et négatif s'il est positif. [I en sera de inCme 



que la tension T soit toujours positive, cl que ses variations 
soicntles plus (JClitcs possible. Pour salisfuirû ;i ces conditions, 

il suffit de rendre liûs petite la fraction „ ce qui revient 

V- 

à donner à la masse i*' une grande valeur par rapport â la 
masse y.. Moyennant cette prijcaulion, la variation de T de- 
vient négligeable, et le signe de la tension reste toujours le 
ménie. L'artifice consiste en résumé à augmenter la masse, 
ou plutôt le moment d'inei-tie diL treuil auquel est appliquée la 
force variable : on y parvient en montant un volant sur 
l'aie de ce treuil. Un tel volant s'appelle un volant d'outil, 
pour le distinguer des volants qu'on applique à l'arbre prin- 
cipal de la machine pour en régulartseï' la marche. 

30. La même solution s'applique à un nombre quelconque 
de treuils liés les uns au\ autres par des courroies ou des 
engrenages. Reprenons la formule du g 10 



s;».j 
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Si l'on introduit la condition du mouvement uniforme 

vient 

Supposons maintenant que l'une des forces ^, reçoive un ae- 
croïssemeiit Aç, ; la nouvelle valeur de t» sera t» + Ati, el nous 
calcuIeroDS raccrotssemcnl At, par l'équation 
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si j est au plus égal à fc, et l'équation 



Ar. = — 



'" S" 

sij surpasse fc. 

Le coefTicient de ^fj comprend une somme de masses parmi 
lesquelles ne se trouve pas la masse du treuil j. Au contraire 
les masses de tous les treuils entrent en dénominateur. Il 
y a donc intérêt, pour rendre At^ le plus petit possible en 
valeur absolue, à augmenter la masse |a^, c'est-à-dire le mo- 
ment d'inertie du treuil soumis aux actions de la force va- 
riable. 
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57. Les équations 



d9 - 
do> iPp 



dont l*unc définit le mouvement d'un point matériel sur sa 
trajectoire, et rau[re le mouvement d'un solide autour d'un 
axe de rotation sous Taction de forces données, montrent que 
plus les facteurs m ou I sont grands, plus la variation des vi- 
tesses v et ù> est lente. Mais celle conclusion suppose que les 
forces F et P sont conslanles; que la force F, par exemple, ne 
varie pas proportionnellement à la masse de son point d'ap- 
plication comme cela arrive pour la pesanteur; dans ce cas 
le facteur m lUsparaitrait de Téouation et la masse perdrait 
toute influence. 

Le mouvement d'un système de grande masse, soumis à des 
forces motrices variables entre des limites iixes, tend en gé- 
néral à être uniforme. Par exemple, un train de chemin de fer 
a en palier horizontal une vitesse sensiblement constante, 
malgré les variations périodiques de la traction exercée par la 



i:!n.tIEKCE DES MASSES. CS 

locomotive. Le travail de ta machine est Iri^s variable dans 
l'élendue de chaque lour de roue; mais la masse <Ju train fuit 
l'ofiicc d'un volant, et donne h la roue motrice un mouve- 
ment sensiblement uniforme. 

Le balancier dont se sert un danseur de corde montre une 
application du même principe. La stabilité du danseur sur la 
corde raide suppose l'intervention continuelle des pressions 
développées par les différentes parties de ses pieds. S'il s'aban- 
donnait à la pesanteur, le danseur tomberait en pivotant autour 
de la corde pendant les premiers instants de sa cbute. Ce mou- 
vement de renversement doit être rendu le plus lent possible ; le 
balancier, formé d'une longue tige terminée par deux boules 
massives, a, sous un faible poids, un grand moment d'inerlic 
par rapport à la corde, et ce moment d'inerlie s'ajoute à 
celui du danseur pour réduire l'accélération angulaire que la 
pesautcur tendrait à lui communiquer. Grâce à cet artifice, 
le danseur trouve le temps de faire des mouvements qui ra- 
mènent son centre de gravité dans la verticale de la corde, 
et c'est ainsi qu'il retrouve son équilibre. 



CHAPITRE lY 



DES CONTRE-POIDS. 



38. On introduit souvent des contre -poids dans les ma- 
chines; ils peuvent y remplir trois fonctions principales: 

1® Us servent à réduire à zéro le travail de la pesanteur sur 
les pièces de la machine; 

2"" Us régularisent le mouvement de la machine à la façon 
dun volant, non-seulement par leur poids, mais encore par 
leur masse ; 

3® Us augmentent la stabilité de la machine, en détruisant 
dans une certaine mesure les oscillations qu'elle tend i 
prendre par suite des mouvements de ses divers organes. 



M 






DES COKTRE -POIDS QUI RÉDUISEKT A ZÉRO LE TRAVAIL DE LA PESAKTEOU 

39. Pour donner un exemple de cet emploi d'un contre- 
poids, considérons la transmis- 
sion du balancier à Tarbre tour- 
nant de la machine à vapeur, à 
Taide d'une bielle et d'une ma- 
nivelle. Soit BA le balancier, OD 
la manivelle, C le centre du ba- 
lancier, et l'arbre tournant. La 
droite AD représente la bielle 
La pièce BA peut être centrée; 
son centre de gravité reste alors 
immobile au point C. 11 en est de môme de l'arbre tournant 




Fig. 14. 
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et lie toutes les pièces qui foal corps avec lui, y compiiî 
la muiiivellc OD. On peut disposer les masses de telle 
soiie que le centre de gravité de celle partie de la machine 
soit au point 0. Ces deux conditions détruisent le travail de 
la pesanteur sur le balancier et sur l'arbre tournant. Pour 
détruire le travail de la pesanteur sur la bielle, nous ob- 
Bcrvcrons, comme au | 22, que le poids total P de cette piùce 
pcul ûtre supposé parlagé par moitié entre les deux points 
A et D : la composition de ces deuï poids donne pour ré- 
sultante le poids total appliqué au milieu I de la droite AD, 
c'est-ii-dire au centre de gravité de la bielle. On pourra 

p 
détruire le travail du poids ^ appliqué en A, en fixant sur 

le balancier, en un point M situé de l'autre côté du point C, 
un contre-poids 11 satisfaisaiit à l'égalité 



Car celle relation fixe au point G le centre de gravité 

p 
des poids U et x- De même, on détruira le travail de la pe- 

p 
santeur sur le poids ^ placé en D, en fixant en E, sur le pro- 
longement de la manivelle, un contre-poids 0' satisfuisant h 
l'ègalilô 



• 



en vertu de laquelle le centre de gravité des poids n' el j, est 

au point 0. 

On reconnaitriiit de la même manière qu'on peut, h l'aide 
d'un contre-poids U" appliqué en un point de la branche CA 
du balancier, réduire appi-oximativement à zéro le travail de 
la pesanteur sur les pièces reliées à la brandie GB, c'est à-dire 
ir le piston moteur de la macliine et sur les pistons des 
ipcSf y compris leurs liges et leurs accessoires. Les deux 
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P), Tout omtre poids entraîné dans le aowesent d'aï 
HfitTt trjanunt a^t par sa masse ponr accroire le mo- 
ment d'int-rÂft dft cet arbre; de la an premer effet k 
Y^.juliiri-^Uou, puisque la rêjnlarité d*an moaTement de n>- 
tJilïoxi f-M riaiitant mieux assurée que le moment d^inertie da 
^orp^ toi;rruînt e^t piu^ considérable. Cette conclosion e^t 
uAiz[t^.x\A^u{K de b position donnée au contre-poids autour de 
\4t\tt*z^ (\ f:llr: «uhsislerail encore si on en rêpartissait b 
ïU'A\v. tout autour en couronne circulaire. Mais on peut 
(léAf^miuer la p^r^ilion du contre-poids de manière à faire 
vrnir le travail de la pesanteur à la régularisation de la ma- 
chine, Pour cela, il est nécessaire que le contre-poids soit 
exc/:nlriqije. 

C05TRE-f»0IIH POUR C.\E XJU^IVELLC SUIPLEÂ 80VLB EFFET. 

41 . Con5iidérons d^abord une manivelle simple à simple 
effet 9 et supposons que la bielle reste verticale, et soit soUi- 
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citée par une force P, constaiilc pendant sa course dans un 
seul sens. L'emploi d'un contre-poids placé sur le prolonge- 
ment de la manivelle donnera h la bielle le double effet. 

Soit OM la manivelle, MP la bielle, sollicitée par la force P, 
de haut en bas, quand le bouton M parcourt la demi-circon- 
férence ACB, et revenant libre dans Tautre sens quand le bou- 
ton parcourt la seconde demi-circonférence BDA. 





Fig. 15. 



Fig. 16. 



Plaçons en un point quelconque N, pris sur MO prolongée, 
un poids n déterminé par la relation 

n X ON = 5 P X OM. 

La somme des moments des forces P et N par rapport au 
point 0, à un instant quelconque du mouvement descendant 
du point M, sera 

PXOE — nxOF; 

mais 

n X OF = î p X OE 

en vertu de la condilion posée ci-dessus et de la similitude 
des triangles ONF, OME. La somme des moments à cet instant 
est donc 

|PX0E. 

Prenons maintenant la figure dans la position qu'elle oc- 
cupe quand la manivelle a avancé d'une demi-circonférence. 
Le contre-poids est alors en N', et la force qui sollicite la bielle 
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est nulle. Donc la somme des moments des forces se réduit 

à nxOP, qui est égal ànxOF, ou enfin à ^PxOE. Tout sa 

passe donc comme si la force P, réduite à la moitié de sa valeur» 
agissait de haut en bas pendant la marche descendante du 
bouton de la manivelle, et de bas en haut pendant la marches 
ascendante, en d'autres termes, comme si la bielle possédait 
le double effet. 

Nous avons vu (g 27) que la machine à double effet de- 
mande un volant bien moindre que la machine à simple tîffet, 
à égalité de régularisation. L'emploi d'un contre-poids, équi- 
valant au double effet, entraîne une pareille réduction. 

La solution que nous venons de donner suppose la bielle MP 
constamment verticale. Mais elle s'applique aussi à une di- 
rection quelconque de la bielle dans le plan vertical, pourvu 
que le parallélisme de cette direction soit conservé. Pour 
s'en assurer, il suffit d'observer que nos calculs reposent 
uniquement sur la considération des moments des forces, 
et que rien n'y serait changé si Ton faisait tourner d'un 
certain angle la bielle et la manivelle autour du point 0, le 

poids n, qui doit toujours agir ver- 
ticalement, n'étant pas entraîné 
dans cette rotation. Soit, par 
exemple, AB la ligne des points 
» morts, OM la manivelle, MP la 
bielle parallèle à AB, et sollicitée 
seulement dans le sens MP. Pour 
placer le contre- poids, menons 
par le centre la verticale ag, ligne des points morts du contre- 
poids; puis prenons sur la circonférence décrite par le bou- 
ton M un arc Py = ^M. Nous placerons le contre-poids n en 
un point N de la droite Oy, et nous déterminerons sa valeur 
par Téquation 

nx0î« = ^Px0iï. 
Le contre-poids montera tant que la force P sera appliquée 
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k la bielle, pendant que le boulon M parcourt l'arc AMB. Il 
descendra et agira comme moteur tant que l'action de la 
bielle sera supprimée, ou (ont que le bouton parcourra l'arc 
B^A, et le double cflt;t sera assuré. 



coxrnE-poiDs pouii dke harivellb sains a docble effet. 



42. Pour régulariser au moyen d'un contre-poids une ma- 
chine à manivelle simple à double effet, il convient de placer 
le conire-poids n sur un arbre particulier, (V, engrenant avec 
l'arbre principal, 0, el animé d'une vitesse angulaire double. 
On place le conlre-poids de manière qu'à l'instanl où le boulon 
de la manivelle passe au 
point mort A , le contre- 
poids n soit en D sur le 
diamètre borizonlal de la 
circonférence qu'il décrit, 
et à l'extrémité descen- 
dante de ce diamètre. Alors 
le moment du poids n par 
rapport au centre 0' est 
maximum à l'instant où la f.„ ,g 

force P cesse d'agir par 

suite de son passage au point mort. Le contre-poids se re- 
trouve d'ailleurs en D dans des conditions identiques, lorsque 
le bouton de la manivelle passe au second point mort B, 
puisque l'arbre du contre-poids fait un tour entier quand 
l'arbre principal fait la moitié d'un tour. 

La transmission entre les deux arbres s'opère par Tengrc- 
Oiige de deux roues OC, CO' dont la première a un rapn 
double du rayon de la seconde. 

A un instant quelconque, le moment de la force P par rap- 
port au pointOcst PxOE, ou Pxasino, en désignant par 3 
l'angle AOM, décrit parla manivelle à partir du point mort, et 
Tar a la longueur OM de la manivelle. Cette formule s'ap- 
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pliquc à toute valeur de a comprise entre et x. Au delà, de 
t: à 2z, il faut la changer de signe, puisque? agit en sens con- 
traire. 

Le moment du poids n par rapport au point 0' est n xO'F, 
ou n6cos2a, en appelant b le rayon CKiN de la circonférence 
décrite par le contre-poids, et en observant que Tangle D(yN, 
décrit par ce rayon à partir de Thorizontale O'D, est ^1 à 2a. 
Celte formule est vraie sans restriction. 

Si on donne un déplacement doL à la manivelle OM, il en 
résulte un déplacement 2da du rayon O'N, et par suite le tra- 
vail élémentaire des forces? et n est 

Pasinadx +2nfrcos2a<fa, 

si a est compris entre et z, et 

si a est compris entre tc et 2:?. 

Nous pouvons nous borner à étudier la première formule, 
car tout se passe dans la seconde moitié du tour de la ma- 
nivelle OM comme dans la première, le contre-poids fai- 
sant un nouveau tour entier, et la force P ayant changé de 

sens. Or, lorsque a varie de à x, le produit Pasina varie de 
pour a=0 à Pa pour a= q^ et revient à pour a=z. Le 
produit 2n6cos2a varie en même temps de 2ll6 pour a=0, 
à — 2n6 pour a=^, et à 2Ub pour «=7:. Le coefficient de di 
a donc les valeurs suivantes 

2n6, Pa — 2nb, 2nb, 

pour 

a = 0/ * ^^ 9 ' « = ir. 

La régularité de la transmission serait parfaite si le coefO- 
cient de da restait constant. Si Ton ne peut satisfaire à cette 
condition, on peut du moins s'arranger pour que les trois 
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râleurs calculées soient les mêmes ; il suffit pour cela de 
faire 

Va — 2nfr = îub, 

ce qui donne la condition Ub= -Va. 

4 

43. Nous allons chercher quel volant il conviendrait de 
donner à une machine à manivelle simple et à double eflet, 
déjà régularisée par un contre-poids animé d'une vitesse an- 
gulaire double, et satisfaisant soit a la condition qu'on vient 
de trouver, soit plus généralement à la condition 116 =OPa, 
6 étant un nombre constant que nous déterminerons plus tard 
de manière à obtenir le plus de régularité possible. Nous sup- 
poserons que la résistance soit une force constante Q, tan- 
gente à un cercle de rayon g, concentrique à Tarbre principal. 

L'équation qui établit la périodicité du mouvement pour 
chaque tour de cet arbre, ou pour chaque demi-tour, est 

2Pa = TtQg, 

d'où on tire 

Q7__2 

Va " w* 

Le contre-poids n'influe pas sur celte condition, puisque le tra- 
vail de la pesanteur est nul quand l'arbre principal fait la 
moitié d'un tour. Nous avons donc seulement à considérer ce 
qui se passe quand le bouton de la manivelle décrit la demi- 
circonférence AGB. 

Les maxima et les minima de la vitesse angulaire corres- 
pondront à des angles a satisfaisant à l'équation d'équilibre, 
ou à l'équation du travail virluel 

(Pa sin a + 2n6 cos 2a — Qç] da = 0. 

2 
Remplaçons Hb par OPa, Qq par - Pa; il vient pour détermi- 

ner a l'équation 

sina[-f-29cos2a = •» 



71 CONTRE-POIDS ET TOLAKT 

OU bien, en remplaçant cos2a par 1 — 2sin'a, et en divisant par 
-40, 

8in««-i8m«+î(l-l)=0. 

équation du second degré en sina, qui donne pour a deux 
valeurs comprises entre et ^, et par suite deux valeurs 

supplémentaires des premières, comprises entre ^ et «. 

Soient a' et J'y par ordre de grandeur, les deux premières 

valeurs de a comprises entre et ^; les autres seront « — a* 

et X — a', et on reconnaîtra, par une discussion facile, que les 
angles a' et z — a" correspondent au minimum de la vitesse 
angulaire, tandis que a" et x — a' correspondent au maxi- 
mum. 

Appliquons Féquation des forces vives. I étant le moment 
d'inertie du treuil principal, y compris le volant cherché, 
r le moment d'inertie du treuil du contre-poids (abstrac- 
tion faite de ce contre-poids dont le moment d*inertie est 

-6'), o)<> la vitesse angulaire du treuil principal quand la 

manivelle passe dans la position OA, co la vitesse angulaire du 
même treuil dans la position définie par Tangle a; nous aurons 

l l (c.» - «o») + l (l' + ^-' ^») (4ca« - 4a..«) 
= PflJ '(sin« + 20co82«— -^c/a = A— cosa— — + Osin2a) Pa. 

Le coefficient de Va atteint ses maxima cl ses minima pour 
les valeurs de a déterminées tout à Thcure, et le problème est 
ramené aux termes suivants : Déterminer le coefficient de 
manière que la différence entre la plus grande et la plus pe- 
tite valeur de la fonction 

(1) X =1 — cosa -h OsinSa, 

quand a varie de à x, soit la moindre possible. 
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Les valeurs de a qui correspondent au maximum et au mi- 
nimum de X sont données par Téquation 



(2) 



2 
= sina h25sin2a. 



que Ton obtient en prenant la dérivée de l'équation (1) par 
rapport à a. Los deux équations (1) et (2), prises ensemble, 
représentent donc Tenveloppe des droites définies par Té- 
qualion(l), dans laquelle X serait l'ordonnée, eTabscisse, et 
a un paramètre variable. Nous pouvons construii^ cette enve- 
loppe en traçant ses tangentes. « 

On obtient par là une courbe formée de deux branches HOM\ 
KCN', symétriques par rapport à Taxe OC, et symétriques par 
rapport à un certain axe AA^ perpendiculaire à OC; les points 
et C sont pour les deux 
branches des points de re- 
brousscment. Pour une va- 
leur OU de 0, on a quatre va- 
leurs de X, savoir HP, IIP', 
— HP, — IIP^', correspondan- 
tes à quatre valeurs de a défi- 
nies par les tangentes PK, P'K', 
P'K', P^'K. La plus grande dif- 
férence de ces valeurs est 
PP" ; le minimum de celte différence est AA', distance des 
points où se coupent les deux branches de la courbe ^ La 
valeur cherchée de est donc 0=01. On trouve, en faisant 

répure, que celte valeur est comprise enire £ cl t- 




Fig. 19. 



GOliTRE-POIDS POUR UKE HA^'IV£LLE DOUBLE A DOUBLE EFFET. 

44. La période de la machine à manivelle double et n 
double effet est du quart de tour. Les forces P, V étant parai- 



* CeUe méthode a été donnée par M. Drouets, ingénieur des ponts et chaus- 
sées. 
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lèles et égales, le Iravail moleur pour un quart de tour des 

manivelles est 2Pa ; le travail de la résistance Q, appliquée 

langcnlicllement au cercle de rayon 00=^, est Qqx'^; la 

condition de périodicité est donc SPa^O^Xs. <"» bien 

4 
Qq = - Pa. Le conirc-poids n ne devant pas altérer cette 

condition, nous le supposerons 
monté sur un arbre fournaol 0* 
dont la vitesse angulaire soit qua- 
druple de celle de l'arbre 0. Le 
contre- poids revient alors au 
même point N quand l'arbre prin- 
cipal fuit un quart de tour, elle 
travail correspondant de la pesan- 
teur est nul. 

Le travail élémentaire des forces 

pour un déplacement angulaire da de l'arbre principal sera 

donc 

Tour les forces P et P, [Posin(i-«-PacM«)ii», 

Pour la force Q, — Qçda. 

Et pour ie conIre-poiJs U, nbcos{ix+fi) xida, 

en appelant b la longueur du rayon O'N, et 3 l'angle que fait 

ce rayon avec l'horiionfale O'C quand a=0. La somme de ces 

travaux élémentaires est 

lP(i[iinH + coss) — Og -f- 4n6co3 (Is + ^)]<h. 

4 
Bémplai;ons Qq par -Pu, puis lit» par Ta x 0,0 étant un nombre 

qui reste à déterminer. Lo Iruvail élémcnlaire devient 

Pa [mih + cosï— * + 4l)cos;4ï -*- p)l rf«. 

Le mouvement serai) uniforme si la quantité entre paren- 
thèses était conslainmciil nulle pour toute valeur de k com- 
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prise entre et ^. On ne peut satisfaire à cette condition ; mais 

on peut déterminer les constantes inconnues et ^ de ma- 
nière que la fonction entre parenthèses ait en valeur absolue 
les plus petites valeurs possibles. 
Sans entrer dans tous les dotails de ce problème, observons 

que pour a=0 et pour a = ^, la fonction prend pour valeur 

4 h- iOcosp ; et que pour a = ^ , elle est égale & 

— 4 

V^2 4ôcosp. Si Ton voulait annuler l'une ou l'autre 

1 1 
de ces deux expressions, on ferait Ocosp= i> ou bien 

-. fl v^2 4 
6cosp = T . 

Ces deux déterminations étant in/^gales, on peut prendre pour 

1/2 \ 

Ocosp une valeur moyenne, savoir : ^^—^ — =0,051..., et 

comme il y a intérêt à faire le plus petit possible, on fera 
en même temps ^=0. Le produit 40 est alors sensiblement 
égal à 0,20, et le travail élémentaire des forces est exprimé 
par la fonction 

Pa I sin a + cosa h 0,20 cos42 j «fa» 

applicable seulement entre les limites a=0 et a = ^. 

OÉNÊRAUTÉS SUR LES CONTRE-POIDS. 

45. Théoriquement on peut, en multipliant les contre- 
poids, régulariser complètement un mouvement de ro- 
tation. Supposons que la période soit d'un tour entier. 
Prenons un des rayons OM de Tarbre tournant pour re- 
père entraîné dans le mouvement de la machine, et soit 
MOA=a l'angle que fait ce rayon mobile avec un rayon 



T8 
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fixe OA, pris pour axe polaire. Dans la silualion de la ma- 
chine qui correspond à la position OM du rayon mobile, 
les forces mouvantes et les forces résistantes ont des gran- 
deurs cl des positions données; on pourra calculer par 
conséquent le travail élémentaire dl qui correspond à une 

dT 
l'ûlation inGniinent petite lix ; le quotient -r- sera une certaine 

fonction de a que nous représenterons par F(a), et qui dépen- 
dra de la situation et de la grandeur des forces. Cette fonc- 
tion est, par exemple, la somme des moments des forces par 
, rapport à l'axe 0, si toutes les forces sont ap- 

pliquées à l'arbre principal. Dans tous les cas, 
c'est la dérivée du travail des forces par rap- 
port à l'angle a qui fixe la position de In 
machine. Cette fonclion peut être regardée 
comme connue pour toutes les valeurs de a 
comprises de à 2'^; ; au delà, elle reprend par 
hypothèse les mêmes valeurs. Elle reste unie, mais clic n'est 
pas assujettie à la loi de continuité. Enfin, on doit ajouter la 

condition de 

Pour régulariser le mouvement de la machine, imaginons 
qu'on fasse engrener avec l'aibre principal un nombre indé- 
fini d'arbres tournants, dorit les vitesses angulaires soient 
respectivement égales, pour le premier, au double de celle 
de l'arbre principal, au triple pour le second, au quadru- 
ple pour le troisième, et ainsi de suite. Nous attacherons il 
l'arbre principal un contre-poids II, à la distance l>^ de son axe, 
un contre-poids D, au premier arbre additionnel à la distance 
6, de son axe, un contre-poids II, à la distance (», de l'axe du 
second, etc. : et nous supposerons que quand a est nul, chacuu 
de ces conire-poids soit situé dans le plan horizonl;>l meoi 
par te centre du cercle qu'il décrit. Chaque produit nb sera 
d'ailleurs pris positivement ou négativement, suivant que le 
poids II tend dans cette position à accélérer ou ù retarder le 
mouvement de la machine. 



la périodicité / V{%]di^O. 
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Le travail élémentaire de la pesanteur sur le premier con- 
tre-poids sera, dans la position définie par l'angle a, 

Le travail élémentaire du second sera de môme 

le travail du troisième, 

et ainsi des autres ; de sorle que la somme des travaux élé- 
mentaires des forces données et des contre-poids sera repré- 
sentée par la fonction 

Le mouvement du système sera uniforme si la parenthèse 
est constamment nulle. Pour satisfaire à cette condition, dé- 
veloppons la fonction F (a) suivant les cosinus de l'angle a 
et de ses multiples. Si Ton a identiquement 

(1) F (a) = A|C08a + A^COsix + AjCOsSa -f- ..«» 

on devra poser 

n A = — A,, 
i 

nA=-5A8» 



• • • • 



Or il est toujours possible de développer une fonction F (a) 
sous cette forme. Les coeflicients se déterminent par la.mé- 
tliode suivante. Soit proposé de trouver le coefficient A^ de 
cosmx; nous multiplierons Téquation (1) par cos monh, et 
nous intégrerons entre les limites et 2x. 

Il viendra 

I *F(a)cosma(fa = A| / * COS a cos ma dz + Aj / *CO8idte06mx<fa + * " 

...H-A^j "cos^mxdflt + .tt 
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Toutes les intégrales sont de la forme 

/ COSlixCOSma(fee, 

et sont prises entre les limites et2r. 

1 1 

Or cos îia cos nia = ^ cos(m h- w) a h- ^ cos (m — n) a. 

Multiplions par da et intégrons; il viendra 

/ cos lia cos ma = 3 / COS (m 4- n)arfa -f 5 / C08(m — tijaccfa 

il i 

= 5 — ; — sin(m4-»)a+ 0: r sin [m — «) «, 

2 m + ii ^ ' 2^w — n) ^ ' 

quantité identiquement nulle aux limites et 2ic, toutes les 
fois que n est différent de m. 

Donc tous les coefficients de Â^, A,, ... sont nuls, à l'ex- 
ception de celui de Â«. Pour celui-là, Tintégrale générale où 

Ton ferait m='n prendrait la forme ^, ce qui n'apprend rien. 

Mais le coefficient de A« est l'intégrale 



/ "" cos' ma (fa» 



dont la valeur est connue. 
On a en effet 



f cos*mKc/c( + / sin* ma (/a = / (/a= a» 

et 

/ 006* ma (la — / sin* ma (/a= I cos2ma(fa 
c= ^J cos2m«(/(2mx) 



= ^sm2»ia. 



Ajoutanti il vient 

cos* moc/a = ô « + 7~ sîn2m«. 
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fonction qui, prise entre les limites et 2i:, donne en défi- 
nitive ic. Donc 



r 



C0S*ma(/a=::r; 




par conséquent 



■ îrjo 



F[<x,cosmxdx, 



On devra calculer directement celte dernière intégrale m 
moyen d'une quadrature. 

La méthode que nous venons de suivre n*est au fond qu'une 
application de la Méthode de Pezout^ ou méthode des multi- 
plicateurs indéterminés. Si l'on conçoit Téquation (1) écrite 
un nombre infini de fois pour Une infinité de valeurs de 
Tangle a, on aura à résoudre ce système d'équations par rap- 
port aux coefficients inconnus Ap Â,, A,... Pour trouver la 
valeur de l'un quelconque d'entre eux, A., on devra multi- 
plier chaque équation par un coefficient particulier, choisi 
de telle sorte qu'en faisant la somme des équations ainsi 
multipliées, tous les termes disparaissent, sauf celui qui con- 
fient A«. Le multiplicateur cherché est pour chaque équation 
eosmadxj et Taddition des équations, qui se trouvent en 
nombre infini, se change en une intégration. 

Les valeurs des coefficients A^, A,, font connaître les pro- 
duits Ujb^y n^,..., et Ton a les relations définitives : 

n,6| = / *F(a)C0Sarfa, 

n^,= — jp r *F(a)cos2xrfa, 
n»frj = — y- / *F(a)cos3ar/«. 

Ujb^= 1 F(a)COS»i«(îat. 
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APPLICATION A LA MANIVELLE SIMPLE A SIMPLE EFFET. 



46. La pcriodicilé du mouvement tour par tour exige la 

relation 

qui donne 

Qg = ^ p«. 




Le travail total T à partir du point mort A 



Fig. i2. 



est 



rfl(l— COSa) — QçXa, 

formule admissible tant que a est compris entre et ic, et 

quand a varie de ^ à 2^. 
On a donc entre et ^ 

F(a) = 5^= Pasina — Qy = Pa^8ina— -). 



et entre % et its 



F(«) = — Q5f=-PflX-• 



CalcuIons le cocflicicnt A.. La formule générale nous 
donne 

Aj, = - / " F[a)cosm0c</a 

= - /'^'«fsiaa— -jcosmada— - r 'Pa X - cosm«rf<, 

OU bien 



A,i=~/ sin a cos ma c/ff j- / cosmaifsv 



Mais 



1 



8incc06m« s ^ [sin (m + 1} a — 8in(m ^ 1) a]. 



SUR LES CONTRE-POIDS. 83 

et par suite 

J J ^^^^ ^^ —__ , 

formule applicable seulement dans le cas où m est différent de 
runité. 

L'intégrale prise entre les limites et ^ nous donne 

1 cos(m + i)n 1 cos(m — IJTT i i 



S m-fl ' 2 m — 1 ' 2i«i + l) 2(Mi — 1) 

D'un autre cdté 

/ cosmeida = — / cosmotd{ma.) = — 8iam«, 

quantité nulle aux limites, et 2x» du second terme de Tin- 
iégrale. Il vient donc seulement 

. __ __ Pa / cos[m-f i}7r — i _ cos(m — IItt — 1 \ 
^"" 2:tV m + 1 m — 1 J' 

Le nombre entier m est pair ou impair. 

S'il est impair, mH-l et m — 1 sont pairs, et cos(m4-l)« 
et cos (m— 1) Tz sont égaux tous deux à + 1. La parenthèse 
se réduit alors à zéro. 

Si m est pair, m 4- 1 et m — 1 sont impairs, et cos(m4-l)x 
et cos (m — 1) X sont tous deux égaux à — 1. 

On pourrait poser dans tous les cas 

coB(m + i)w = cos(m — !)« = (— !)■■*■*. 

Si m est impair, A. = 0; ce résultat s*applique aussi à 
fit=l, bien que nous ayons exclu ce cas, qu'il est aisé de 
traiter à part; et 

. Pfl/ i i \ 2Pa 

pour toutes les valeurs paires de m. 
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On aura ainsi 






A — — ? — . 


et par 


suite Dt^t = - — ' 


, 2 Va 




1,1 * ï"» 


2 Pa 






. 2 Pa 






etc. 




etc« 



Les contre-poids 11^ H,, ... de rang impair sont tous nuk. 
La fondion qui, au facleur daprës, représente le travail élé* 
menlaire, y compris le travail des contre-poids, est 

2Pfl /i 1 1 1 

¥[a) -\ U cos2a 4- jg C0s4a + 35 CO»^» + ^ «îOSSat + .... 

fonction qui doit être identiquement nulle pour toute valeur 
de a. 

Il est clair que ce procédé de régularisation est inadmissible 
en pratique, car il exigerait pour être un peu exact un nombre 
considérable de contre-poids, d*arbres tournants et de roues 
dentées, dont les frottements suffiraient pour rendre les trans- 
missions impossibles. 



DÉTSnMINATION PIIATIQUE D*UN CONTRE-POIDS POUR UNE MACHIMB 

QUELCONQUE. 

47. Le contre-poids que nous nous proposons de déterminer 
est lié à un arbre tournant dont la vitesse angulaire est dou- 
ble de la vitesse de Tarbre principal. Soit a l'angle décrit par 
ia manivelle de Tarbre principal à partir du point mort 
Appelons l'angle que fait avec Thorizontale le rayon sur le- 
quel est fixe le contrepoids, quand a=0, c'est-à-dire quand 
la manivelle passe au point mort. Appelons D le contre-poids, 
b la distance à l'axe autour duquel il tourne; enfin, appeloDS 
T le travail des forces, tant mouvantes que résistantes, 
depuis le passage du poifit mort jusqu'à la valeur a de Pan- 
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glc décrit par la manivelle. Appliquons le théorème des forces 
TÎves entre le point mort et la position de la manivelle définie 
par cet angle a. Il viendra, en appelant 1 etT les moments d'i- 
nertie de Tarbre principal et de Farbre additionnel, celui-ci ne 
comprenant pas le contre-poids n, l'équation 

(1) i^I+4I' + 4 y^ (««- «•«) = ! 4- n6[sin(2a + ^)-8in^l. 

La régularité du mouvement sera d'autant plus complète que 
les valeurs numériques absolues du second membre seront 
moindres. 

La quantité T est une fonction de l'angle a qui s'annule 
pour a=0, et qui reprend les mêmes valeurs quand à aug- 
mente de 2z : condition nécessaire pour que le mouvement 
soit périodiquement uniforme par chaque tour de roue. 

Il suffit donc de faire varier a deO à 2x. Dans cet intervalle, 
le terme qui exprime le travail du contre-poids s'annule pour 
trois valeurs de a, savoir : pour a=0, pour a=7:, et pour 

2*-hP=7r — p, c'est-à-dire pour a=5 — p. 11 reprend d'ail- 
leurs la même valeur quand a augmente de x. 




Fig. 23. 

Traçons une courbe dont a soit Tabscisse et T lordonnée. 
Sur Taxe horizontal OX portons des longueurs proportionnelles 
à a, entre les limites et 2r. Nous aurons par exemple OF=x 
et 0E = 2x. i*uis portons en ordonnées les valeurs correspon- 
dantes de T. Nous obtiendrons ainsi une courbe continue, 
OABCDE, qui coupe Taxe OX aux points extrêmes et E, et en 
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outre en un certain nombre de points infermédiaireSt A,C,D. 
L'ordonnée FB qui correspond à a=ic partage Tëpure en 
deux moitiés, et Ton peut reporter la seconde moitié sur U 
première, en faisant coïncider les axes des abscisses. On 
obtient ainsi la courbe ^y^F, qui n'est autre que ia courbe 
BCDE qu'on aurait déplacée vers la gauche d'une longueur 
égale à 1?. A chaque abscisse prise sur OF correspondent 
donc en général deux ordonnées : l'une MP, appartenant i 
la courbe primitive, représente la valeur de T pour a=OM; 
l'autre MQ, égale à M'Q', représente la valeur de T pour 
a=OM' ou pour a=OM -hic. Soit T' cette seconde valeur MQ. 
Le terme Ub (sin (2x + p) — sin0) ayant la même valeur pour 
deux déterminations de a qui diflèrent entre elles de la demi- 
circonférence, si y représente la valeur de ce terme pour 
a = OM, y sera aussi sa valeur pour a=OM'; de sorte qu'en 
appliquant le théorème des forces vives entre les positions 
a=OM et a = OM', le travail du contre-poids disparaîtra et 
on aura simplement l'équation 

(2) I A-h4I'-+-45 bA (ft.^-««) = r — T. 

Le contre-poids est donc sans effet sur l'écart des vitesses 
correspondantes à deux positions contraires de la manivelle. 
11 n'est pas possible par conséquent de réduire au moyen 
d'un contre-poids le second membre de l'équation des forces 
vives à une valeur numérique moindre que la plus grande des 
différences T— T', prises en valeur absolue. Soit PQ cette plus 
grande différence, c'est-à-dire le maximum de la distance ver- 
ticale entre les deux courbes. 

Construisons maintenant la courbe dont les ordonnées sont 
— y. Ce sera une sinusoide qui passera par le point et par le 
point F; on peut choisir à volonté Tangle ^ et l amplitude ver- 
licale^ 2nb. de la courbe. La différence des ordonnées de cette 
sinusoïde et des courbes OAB, psF, fera connaître pour chaque 
point la valeur numérique du second membre de l'équation (1). 
Abaissons verticalement de la quantité PQ le trait supérieur 
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PySOPB, de manière à lui faire occuper la posilion ^y'^'ô'QB'. 
Dans cette nouvelle position, il est tout entier au-dessous du 
trait inférieur OGAOQF, sauf au point Q où ces deux traits sont 
tangents, puisque PQ est le maximum de leur distance verti- 
cale. Cela posé, sHl est possible de tracer dans liutervaUe com- 
pris entre le trmt inférieur OGk^Q? et le trait abaissé 'fy'V^W 
une sinusàide passant par les points et F, et passant de plus 
par le point Q, cette sinusoïde sera la courbe du travail du con- 
tre*poids qui! convient de choisir. 

En effet, la différence entre l'ordonnée de la sinusoïde et 
1 ordonnée du trait inférieur a \}Sirioui le même signe, et son 
maximum, en valeur absolue, est moindre que PQ. La diffé- 
rence avec l'ordonnée du trait supérieur a ce môme signe, 
et elle est partout moindre en valeur absolue que PQ. Donc, 
dans Téquation des forces vives appliquées à deux positions 
quelconques a et a', les deux différences se retrancheront, et 
comme elles sont de môme signe, la valeur absolue du résul- 
tat sera moindre que PQ, limite au-dessous de laquelle l'écart 
des valeurs absolues du second membre ne peut descendre. 

Cette méthode a été donnée par M. Gouin, ingénieur des 
Ponts et Chaussées. 

On déterminera Ub et 3 par tâtonnements, de manière à 
faire passer la sinusoïde au point Q. S'il n'est pas possible 
de satisfaire à ces conditions, la régularisation de la machine 
n'est plus aussi complète tant qu'on se borne à un contre- 
poids unique. On devra prendre alors la sinusoïde qui imile 
le mieux la courbe OGÂPBCIKyE, et déterminer le poids du 
volant d'après le maximum des écarts entre les valeurs 
numériques du second membre de l'équation (1). 



DES COKTRE-POIDS DESTINÉS A AUGMEKTER LA STABILITÉ DES MACHINES. 

48. Dans une machine en mouvement, il y a à chaque 
instant, en vertu du théorème de d'Alembert, équilibre 
entre toutes les forces qui sollicitent la machine et les 
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forces d'inerlie. Tyrini les prcmièros forces figurcnl Ici 
réaclions des corps \oisins, sur lesquels la machine re- 
pose. LVlat de mouvement les fait varier, et si la machine 
n'est pas solidement fixée sur ses appuis, il peut en ré- 
sulter non-seulement des variations de charges, mais encore 
de petits mouvements oscillatoires qui viennent troubler li 
mouvement principal. C"esl ce qui arrive notamment dans les 
locomotives, parce que la grande vitesse dont elles sont ani- 
mées donne une grande importance aux forces d'inertie. Les 
locomotives sont d'ailleurs posées sur les rails, et peuvent 
prendre un certain jeu sans sortir de la voie. Si l'on suppose 
la machine parfaitement ajustée, parraitoment entretenue, et 
circulant sur une voie parfaite, le mouvement rapide des piè- 
ces mobiles de La machine détermine des mouvements de 
tafet, de gatop, de roulis, de tangage, qui consistent, les 
trois premiers en rotations autour de trois axes rectangu- 
laires, le quatrième CD une oscillation linéaire parallèle i la 
voie. 

M.NoIlau, ingénieur allemand, fit dés 1847 des expériences 
pour déterminer ces différents mouvements ; il opérait sur une 
locomotive suspendue par des chaînes aux fermes d'un ate- 
lier, et il constata ainsi l'existence des deux principaux mou- 
vements, celui de galop et celui de tangage. IL essaya ensuite 
de détruire ces mouvements en attachant un contre-poids il 
chaque roue motrice, sur le prolongement des rayons des mi- 
nivellos. On peut en effet, à l'aide de contre-poids ainsi placés 
et convcnalilement déterminés, annuler soit l'un, soit Taulre 
des deux mouvements constatés ; mais il est impossible de les 
annuler tous les deux. 

49. Sans entrer dans le détail des calculs de l'établisse* 
ment des contre-poids, pour lesquels nous renverrons aux 
mémoires de MM. Le Chatelier, Ivoti Villarccau, Resal, 
Couche, etc., remarquons que les principales parties mobiles 
delà locomotive sont, pour un côté de la machine, (a roue 
motrice 0, la manivelle OA , la bielle AB, le piston Del sa tige C. 
Le mouvement de la roue motrice est uniforme une fois le 
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régime régulier établi. Les forces d'inertie se réduisent donc 
aux forces centrifuges, qui se font équilibre deux à deux. La 
manivelle OA possède le même mouvement uniforme de ro- 
tation ; mais les forces centrifuges n'y sont pas équilibré(^s 
comme pour la roue. La bielle AB a un mouvement très com- 
pliqué ; ou peut, comme approximation grossière, partager sa 
masse en deux parties égales, AI, IB ; Tune Al sera supposéi^ 
concentrée au point A ; 
Tautre IB sera supposée 
ramenée au point B. La 
première vient grossir 
la masse de la mani- 
velle, et accroître les 
forces centrifuges du 
rayon mobile OA.Dans 
tous les cas, on pourra placer quelque part en M, sur le rayon 
AO prolongé, une masse assez grande pour équilibrer la 
force centrifuge de la manivelle ainsi grossie. Le système 
de la roue se trouve alors équilibré, pourvu que le mouve- 
ment soit uniforme, car autrement il y aurait à tenir compte 
des forces d'inertie tangentielles, qui ne s'équilibreraient plus. 
Mais bornons-nous au mouvement uniforme de la roue. Le 
mouvement du piston, grossi de la demi-bielle, n'est pas uni^ 
forme ; si Ton désigne par x l'espace qu'il a décrit à partir 
du passage du bouton de la manivelle sur la verticale OX, on 
aura sensiblement a;=OP=asina, a étant l'angle XOA et a 
la longueur OA. Soit P le poids du piston, la demi-bielle y 
étant comprise; la force d'inertie de l'ensemble de ce système 
animé d'un mouvement rectilîgne sera 

g (O:* g 

étant la vitesse angulaire de la roue 0. 

De l'autre côté de la machine, on trouve une roue et un 
piston respectivement égaux à la roue et au piston que nous 
venons de considérer. Seulement l'angle a relatif à ce côté 
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surpasse de -x l'angle a relatif au côté opposé. La somme des 
forces d'inertie du second piston est donc 

- a6rt*6in ( a + s I = - «w'cosa. 
9 \ ^/ 9 

Ces deux forces sont généralement horizontales; transportées 
au centre de gravité de la machine, elles y donnent une ré- 
sultante égale à leur somme algébrique 

- au'(sina + cosa) = - aw* V^2 sin ( ? — a ] » 

et un couple résultant égal à 



ou à 



g ^ g ^ 
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en appelant H la distance des plans verticaux des deux cy- 
lindres. 
La résultante atteint son maximum en valeur absolue quand 

a = ^ et a= -j-; elle est nulle quand a = -y- et a= -j-- 
Le couple est nul pour a= | et -^, et maximum en valeur 

absolue pour a =: -j- et a = -j-. Rien ne s'oppose à Taction 

de la résultanle, qui cause le mouvement de tangage de la 
machine. Les rebords des roues contribuent à réduire Teflct 
du couple, qui tend à produire le mouvement de lacet. 

Si l'on ajoute un poids II au conlre-poids déjà placé en M, à 
la dislance r du centre 0, ce poids sera le siège d'une force 

d'inertie - wV, dirigée dans le sens MN ; elle se décompose 

en deux : une horizontale dirigée dans le sens MP, et égale 
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à - coVsîna; l'autre verticale, dans le sens MQ, et égale 

à - wVcosa. La première peut servir à annuler la force d'i- 

p 
iiertie, - otd'sina, du piston D et de son attirail, et par suite 

à réduire à zéro la résultante et le mouvement de tangage qui 
en est la suite. Mais, outre que. ce procédé n'annule pas le 
couple qui produit le mouvement de lacet, il inlroduitdes com- 
posantes verticales MQ, qui, prises dans les deux roues et trans- 
portées au centre de gravité, donnent naissance à une résul- 
tante verticale, peu dangereuse il est vrai, puisqu'elle est 
loin de détruire le poids de la machine, et à un couple qui 
produit à la fois le mouvement de roulis et un léger mouve- 
ment de galop. On voit donc naître les oscillations verticales 
en même temps qu'on réduit celles qui s'opèrent dans le 
plan horizontal. 

50. Un moyen sûr, mais peu pralique, de supprimer les 
oscillations, serait d'accoupler deux cylindres de chaque côté 
de la locomotive, en faisant agir les pistons de ces cylindres 
sur des manivelles en prolongement l'une de l'autre. La ré- 
sultante des forces d'inertie transportées au centre de gravité 
est alors 

?ao»« Usina + sin(« + 7r)] + [sin^« + ^)+sin^«+^^^ 

p 

= - afti*(sina + cosa — sina — cosa) = 0, 
9 

et le couple résultant est de môme 

5- iiw*([sina — cosa] + [sin(a -4- it) — cos(« + ir)]) 



^ 



PII 
= TT— a&i*(sina — cosa — sin a -f- cosa) = 0. 



Les forces d'inertie sont donc alors équilibrées par la seule 
présence des contre-poids placés sur les roues moirices en 
prolongement des manivelles. 
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H ne faut pas oublier que tous ces résultais sont purement 
approximatifs, et qu*ils supposent établie Tuniformité du 
mouvement moyen de la maciiine. 

USAGE DES COKTRE-POIDS DANS LES MACHINES UARIKES. 

51. La stabilité d'un bâtiment dépend de la position de 
son centre de gravité, et par suite, le bâtiment tend à s'incli- 
ner d'un côté ou d'un autre, quand on modifie l'arrimage de 
sa cargaison. Les pièces mobiles des machines à vapeur des- 
tinées à mettre en mouvement les appareils de propulsion 
peuvent occasionner par leur mouvement des déplacements 
du centre de gravité général, à moins quon ne les ait dis- 
posées de telle sorte que leur centre de gravité reste immo- 
bile malgré le jeu alternatif de leui^ organes. Cette compen- 
sation, peu nécessaire pour les machines des bâtiments à 
aubes, voisines du centre de gravité, devient indispensable 
pour les machines des bateaux à hélice, dirigées transver- 
salement, et placées d'ailleurs plus près de rarricre. 
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53. Les freins servent à modérer la vitesse des machines, 
ou à arrêter tout à fait le mouvement, en faisant naître une 
résistance dont le travail négatif s'ajoute aux travaux des autres 
résistances et réduit la force vive du système à zéro. Les ré- 
gulateurs sont des appareils destinés à agir à la façon des 
freins quand la vitesse de la machine tend à s'accélérer, et 
à supprimer au contraire certaines résistances quand le mou- 
vement tend à se ralentir. Une différence essentielle entre ces 
deux genres d'appareils, c'est que les freins doivent être à la 
disposition de ceux qui conduisent la machine, tandis que les 
régulateurs doivent agir par eux-mêmes, dés que la vitesse de 
la machine s'écarte d'une moyenne fixée d'avance. 

53. Le frein à bande, employé dans les grues, sert à arrê- 
ter la rotation d'un arbre tournant. 
Nous en avons donné la [description 
dans le g 348 de la Statique. Nous 
avons trouvé quelle force on doit appli- 
quer à l'extrémité du levier pour pro- 
duire une différence donnée, T — T', 
entre les tensions de la bande à ses deux 
extrémités. Cette différence mesure le ^' 

frottement total développé au contact de la bande avec la sur- 
face du cylindre. Pour un déplacement angulaire d% de ce cy- 
lindre, le travail négatif du frottement sera donc (T— T')f (/«, 




en appclantr le rayon. Si o» Cil lii vilesse angulaire du cylin- 
dre à l'inslant où l'on met le frein, et 1 le luomenl d'inertie 
réduit de lous les treuils qui engrènent avec l'arbre du cy- 
lindre, on dilerminera l'angle total décrit par le cylindre jus- 
qu'à l'arrfil complet uu moyen de l'équalion des forces vives 

lT-r;.-^ = li^'. 

Celte 6quatiou suppose que le froltemcnl de la bande soit h 
seule force qui agisse sur l'appareil pendant toute la période 
de l'arrêt. 

En divisant a. par Sit, on aura le nombre de tours que fera 
le cylindre pendant cette période. Ce nombre est d'autant plus 
pclil que T— T' est plus grand. Or (li, § 344) 



f étant le coefticlent du frottement, et l'arc embrassé par la 
bande. La tension T' est proportionnelle à la force appliquée 
à l'autre bout du levier; donc T — T' est proportionnel au 
produit de cette force par le facteur ef^ — 1, qui croît très rapi- 
dement avec l'exposant f^. 

54. Les freins ont une importance capitale sur les chemina 
de fer. 

Les anciens procédés, toujours conservés comme mesures de 
sécurité, consistaient à enrayer les roues et à substituer un 
t'iissemcnt sur le rail au roulement qui se fait presque sans 
cfibrt. Nous avons déjà exposé la théorie sommaire de ce phé- 
nomène (111, g l'23|. Pour donner ici un peu plus de détails 
sur cette question, appelons P le poids total d'un train moins 
les roues et les essieux, p la partie de ce poids qui pèse sur 
les roues que l'on enraye, i/ le poiJs d'une paire de roues, 
ti la vitesse du train au moment où l'on met les freins, r le 
rayon des roues, et 1 le moment d'inertie d'une paire de 
roues autour de son axe; soif enfin i Pinclinaison de la 
rampe que le train gravit pendant l'arrél, ou la tangente do 
l'angle qu'elle fait avec l'horizon i cette inclinaison sera prise 
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ïvec le signe — si le cliemin est en penle. Elle est supposée 
très petite en valeur absolue. 

Au moment où les freins ctinimenccnt i agir, la force vive 
totale du train se compose de plusieurs parties : 

-v', pour la translation du train moins les roues; 
-r' pour ta translation de chaque paire de roues; 

EnGn I -jpour la rotation de chaque paire de roues autour 

de son axe. 

Comme les roues du train peuvent ôtre inégales, nous ne 
raulliplieroQS pas ces deux dernières quantités par le nombre 
des essieux; nous nous bornerons à en indiquer la somme 
au moyen du signet. 

La force vive totale du train sera donc représentée parl'cx- 
prcssioD 

1* P r' 

OU, en mettant f* en facteur commun, 



i)] 



Nons devons égaler la moitié de cette quantité h la somme 
des travaux accomplis par les forces jusqu'à l'arrêt complet. 

Parmi ces forces, les principales sont la pesanteur et le 
frottement de glissement des roues enrayées sur les rails. 

Soit L la longueur décrite par le train pendant la période 
darrél, et f le coefficient du froHement de fer sur fer. La 
pression sur les roues enrayées est;» +p', en désignant parp' 
ta somme des poids des paires de roues qui se trouvent en- 
rayées; le frottement est donc /■(/'-•- !'')> ^^ le travail du frot- 
tement est jusqu'à l'arrêt /"{;' H-/'') x L. 

Le travail de la pesanteur, pris de même positivement, est 




Donc enfin on a pour délcrminer L l'équation 



^(^i)]= 



\flP+F')+[t+^)i\U 



On voit que le parcours L dépend du coeflicienl du frollc- 
ment f, du poids enrayé, de la pente, enlin de la vitesse de la 
marche normale, qui entre au carré dans la formule. Il faul 
bien remarquer aussi que, dans la mise des freins !i sabol, 
il y a des temps perdus inévitables : d'abord pour amener 1c 
sabot au contact de la jante de la roue, ensuite pour faire 
croître la pression du sabot contre la janle jusqu'il la li- 
mite qui empêche la rotation de la roue cl qui produit son 
glissement sur le rail. 11 est vrai que, pendant celle période 
du serrage, il se produit un travail du frottement de la roue 
contre le sabot, travail qui intervient pour une part dans \s 
réduction graduelle de la force vive du train. Malgré cetif 
petite compensation, malgré la résistance de l'air, qui, dans 
les premiers moments surtout, a encore une grande influence, 
la valeur observée du parcours L est en général supérieure à 
la valeur calculée, circonstance dont il est prudent de tenir 
compte dans la pratique des chemins de fer, notamment 
quand il s'agit de fixer la dislance à laquelle doivent être porlùs 
les signaux darrét. 

55. On voit en même temps l'inutilité, au point de vue de 
la durée de l'arrêt, de tout excès de pression du sabol conlM 
ta roue. Mais ici il faut distinguer deux périodes : 

1" La roue qu'on enraye étant animée à l'origine d'uno 
vitesse angulaire u,, l'effet du sabot qu'on y applique est de 
détruire celle rotation; or celte suppression de la rotatioa 
n'est pas instantanée. Pour savoir ce qui se passe, appliquoni 
au mouvement de la roue autour de son axe le théorème de 
l'accélération angulaire. Soit, à un insbnt donné, w la vitesse 
de la rotation dans le sens de lu flécbc (iîg. 2G); r le rayon de 
la roue, f la pression du sabol sur la roue, {' le froltcmenl 
de bois sur fer. Le li-ain ayant encore sensiblement la vitesse 
9, e( u étanl <; w,, vitesse angulaire primitive de la roue 
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égale à -, la roue glisse sur le rail, et subit un frottement qui 

tend à la faire tourner autour de 

son centre. Les forces qui agissent 

sur la roue sont donc le frottement 

du sabot Ff , dans le sens contraire 

à la rotation, et le frottement du 

rail {p+p')fàdins le sens favorable 

à la rotation. Ces deux forces sont 

appliquées à la distance r de Taxe. 

I étant le moment d'inertie du sys- f»?. «î. 

tème tournant, on aura Téquation 

Cette équation montre que w diminue si Vf est supérieur à 
(P'{-p')f. La vitesse de rotation à l'instant t sera donnée par 
l'équation 

[F/^ -(;> -4- ;V /•]>•< 

M — Mo — ï • 

Pendant cette première période, il y a intérêt à augmenter 
F, car on détruit ainsi la force vive de rotation Iw' do chaque 
paire de roues enrayée; déplus, le rroltcmenl (p-hp')fde la 
roue sur le rail dans le glissement mixte qui s'opère, pro- 
duit dans chaque élément de temps dt un travail négatif 
égal à 

qui se retranche de la demi-force vive du train. 

Du reste, s'il y a avantage à augmenter F pour arrêter la 
rotation des roues, il ne faut pas que cet arrêt soit trop .brus- 
que, sans quoi il produirait sur l'essieu des efforts qui pour- 
raient le fausser et entraîner de graves accidents. 

2^ Dans la seconde période, la vitesse o) est nulle, et il y a 
glissement simple des roues enrayées sur le rail. 11 suffit 
alors que la limite ¥f soit un peu supérieure à (p -f- p')f^ 
pour que la rotation ne puisse s'y mêler, et toute augmenta- 
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tiondola force F pendant celle seconde pci iode est sansulilité. 

Comme conclusion g{';n6rnle, on peut dire qu'il est lion que 
la force F appliquée aux freins ne reçoive que des valeurs iii»- 
dérées, 

50. On a proposé de nombreux perl'ectionnenienls pourcfs 
freins â sabot. Les uns consistent à les mettre à la disposilion 
directe du mécanicien placé sur la machine. On emploie pour 
cela soit des transmissions èlt'Ctriques(systémeAcliard),soiluD 
déclenchement parliculier, qui s'opère de lui-môme â l'aide de 
la force centrifuge quand la vitesse du Irain a alleinl une ce^ 
laine limite, et qui permet au mécanicien de serrer Les sabots 
par un simple refoulement, sans cependant rendre le refou- 
lement impossible dans les manœuvres à petite vitesse (fr^D 
Guéi'in; frein Lefèvre et Dorré). D'autres perfectionnements 
ont pour objet unique de réduire la limite du parcours L. Od 
y paivient avec les systèmes que nous venons d'indiquer, 
car la facilité de la manœuvre, exécutée par le mécanicien 
seul, permet d'enrayer toutes les roues d'un train, cliose 
impossible avec les appareils ordinaires, qui exigent cliacun 
un agent spécial. Mais on peut aussi réduire le parcours limite 
en augmentant le coeflicicnt fdu frottement de glissement, 
ou en augmentant la pression {}! + }>') exercée par le rail. Dans 
le frein Didier, ce n'est pas la roue qui glisse, c'est un patin en 
bois qui porte sur le rail; cela revient à remplacer le coefiicient 
/■(fer sur fer) par le cocCricient f (bois sur fer). Dans le frein 
Molinos, le rail est pincé par une soite d'élau dont on accroît 
à volonté la pression. La seule limite de cet effort additionnel 
est la résistance de la vote. 

Les freina à contre-vapeur ont récemment réalisé un progrès 
considérable. Nous ne pouvons ici en donner qu'une indication 
très sommaire. Us font de la locomotive une machine égateineol 
propre û développer des efforts pour ralentir et pour accélé- 
rer la marche d'un train. L'emploi de la contre- va peur, connu 
dès les pi-eraiers essais de locomotive, avait de graves incoH' 
vénienls : c'était un procédé dangereux pour le mécanicien 
1.1 très nuisible aux machines ; on ne s'en servait qu'en cas 
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de détresse, La créalion du tube d'inversion^ et la subsli- 
tution d'un appareil à vis à l'ancien levier de changement 
de marche, ont supprimé ces inconvénients et ces dangers, 
et ont fait de la contre-vapeur une manœuvre courante, au 
moyen de laquelle le mécanicien peut parfaitement régler le 
travail de sa machine et la marche du train qu'il conduit. 

Citons encore le frein américain de M. Weslinghouse, où la 
manœuvre des sabots se fait dans tout le train au moyen 
d'une transmission à air comprimé, et le frein à vide, ou 
Vacuun brake^ où l'on emploie pour le même objet le vide 
produit par un éjecteur placé sur la machine. 



RÉGULATCITR DE WATT. 

57. Le régulateur de Wattj ou régulateur à boules, a été 
imaginé par Watt pour maintenir à sa valeur normale la vi- 
tesse moyenne d'une machine à vapeur, malgré les variations 
du travail résistant. Les volants et les contre-poids peuvent ser- 
TÎr, comme nous l'avons vu, à régulariser le mouvement 
d'une machine lorsqu'il est déjà périodiquement uniforme, ce 
qui suppose une relation entre le travail résistant et le travail 
moteur pendant la durée d'une période. Ces appareils sont 
sans effet pour le maintien d'une vitesse moyenne constante 
d'une période à une autre, lorsque le travail résistant vient 
à croître ou à décroître tandis que le travail moteur reste 
le même. Pour résoudre ce nouveau problème, il faut faire 
varier le travail moteur dans le même sens que le travail 
résistant. Si la machine est mise en mouvement par une 
chute d'eau, il faudra qu'au moment où le travail résistant 
diminue, la quantité d'eau donnée au récepteur diminue 
dans la même proportion, et que si le travail résistant aug- 
mente, la quantité d'eau utilisée par la machine augmente 
dans le même rapport. Dans les machines à vapeur, on 
fait varier le travail moteur en ouvrant plus ou moins une 
iralve placée à l'entrée du tuyau qui amène la vapeur aux 
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cylindres ; plus on ouTre cette ^al^e, plus la Tapeur afflue en 
abondance dans les appareils de distribution; plus on la 
ferme, plus la sapeur perd de pression au passage de cet 
obstacle, et plus le traiail moteur utilisé se trouve réduit. 

58. Le régulateur est un correctif qui fait disparaître 
certains inconvénients en en créant d'autres. Pour le faire 
voir, supposons qu*une roue hydraulique puisse disposer 
d^une ciiute d'eau déterminée, c*est-à-dire d*un poids P 
d'eau tombant chaque seconde d'une hauteur H. Le tmwl 
total moteur aura pour limite supérieure PU, et le récepteur 
employé permettra d'en utiliser une certaine fraction. L'inté- 
rêt de l'usinier est d'utiliser toute cette puissance disponible; 
sM ne trouve pas un travail résistant égal à lui faire accom- 
plir, il doit diminuer proportionnellement la quantité P 
(l'eau qu'il admet dans sa roue, ce qui laisse une partie de 
celte eau tomber en pure perte de la hauteur II sans produire 
de travail utile. Le régulateur, qui étrangle Torificc d'a- 
menée de l'eau motrice au moment où le travail résistant 
diminue, agit de la même manière. L'effet est inverse quand 
le travail résistant augmente, mais l'emploi du régulateur 
n'en suppose pas moins que dans le régime normal de la ma- 
chine on a introduit d'avance un obstacle à laffluence de 
l'eau, sauf à faire disparaître partiellement cet obstacle quand 
on veut augmenter le travail à produire. 

Dans la machine à vapeur, la variation du travail moteur 
pourrait s'obtenir théoriquement en faisant varier la quan- 
tité de charbon brûlée sur la grille du foyer. C'est là un 
moyen dilficileà mettre en pratique, surtout quand il s'agit 
de suivre de prés les variations incessantes du travail résis- 
tant. Le régulateur résout approximativement le problème, 
mais toujours en introduisant dans la machine un obstacle à 
rècoulcinent de la vapeur, c'est-à-dire une cause de perle de 
travail. 

59. Le régulateur de Watt comprend un arbre vertical, Gll, 
auquel un engrenage E, F donne un mouvement de rotation 
proportionnel au mouvement angulaire de l'arbre principal 




Fig. 27. 
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de la mncliinc. A Tarbre Gil sont altachées deux tiges égales 
AB, AB', qui portent à leur extrémité inférieure des boules 
B, B% de même diamètre et de même poids. Les deux liges 
sont situées dans un même plan 
verticalt et sont articulées sur Les 
côlés de l'arbre GU, de manière à 
recevoir dans ce plan telle inclinai- 
son qu*on voudra. 

Deux autres tiges égales CD, CD, 
s'articulent en G, C aux premières, 
â une même distance des articula- 
tions A, et viennent se réunir par 
des articulations à un manchon D, 
qui peut glisser librement le long 
de Taxe GH. Un levier à fourchette M, 
entraîné par le manchon, pivote 
autour de son point dappui dans un sens ou dans Taulre, 
suivant que le manchon monte ou descend, c'est-à-dire sui- 
vant que les boules s'écaricnt ou se rapprochcnf. Il com- 
munique le mouvement à la vanne des roues hydrauliques, 
ou à la valve des machines à vapeur. Si le travail résistant 
diminue, la vitesse angulaire de Tarbre principal tend à 
augmenter; la vifesse angulaire de l'arbre du régulateur 
augmente aussi, les boules s'écarleni, cl le levier est sou- 
levé par le manchon ; ce mouvement se transmet à l'appa- 
reil d'admission , qui se ferme en partie. Si 
le travail résistant augmente , c'est l'effet 
contraire qui se produit. Le problème semble 
donc résolu^ pourvu que les boules s'écarlent 
si la vitesse augmente, et qu^elIes se rap- 
prochent si elle diminue. Or il est facile 
de voir qu'elles subissent cette tendance, et 
de calculer l'angle d'écart qui correspond 
à une vitesse donnée. 

Faisons abstraction des résistances subies 
par le manchon ainsi que du poids des tiges, quantités peu 




102 RÉGULATEUR 

importantes en comparaison du poids des boules. Soit u la 
vitesse du régulateur autour de son axe vertical. Dans ce 
mouvement, une boule B décrit uniformément autour de 
Taxe AI un cercle dont le rayon est égal à BI. Elle est solli- 
citée par deux forces réellesic son poids, mg, dirigé suivant h 
verticale BM, et la tension N de la tige AB, dirigée de D 
vers A. La résultante de ces deux forces est, puisque le point 
considéré est animé d'un mouvement circulaire uniforme, la 
force centripète DU, dirigée suivant BI, et égale à 

m X ûi* X UI. 

Si Ton change le sens de la résultante BU, et qu*on en fasse 
la force centrifuge BK, les trois forces BM, BN, BK se feront 
équilibre : résultat qu'on aurait obtenu sur-le-champ en re- 
marquant que le point B est en équilibre relatif sous Taction 
de ces trois forces. 

Donc BL, force égale et contraire à BN, est la résultante 
des forces BK = m(i)'xBL et BM^ mg\ la condition d'équi- 
libre est 

lailga — -—" — — X CI. 

\jA mij g 

Soit / la longueur AB de la tige qui porte la boule B. Nous 
aurons BL=/sina; ce qui change l'équation précédente en 
celle-ci : 

= — X sina. 

co? a g 

Celle nouvelle équation se partage en deux autres : 

>iii a = 0, ou COS a = —' 

La première nous indique les positions d'équilibre de la 
tige AB placée verticalement le long de Taxe. 

La seconde définit un angle a positif et aigu, pourvu toute- 
fois que (j soit < wV, ou que w soit >\/t- 

Lorsque a)<l/j, le régulateur reste plié le long de son 
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axe vertical et c'est la solution a=0 qui donne seule l'équi- 
libre stable (III, g 91, 2"). 

Si 0) atteint ou dépasse l/p la solution fournie par Téqua- 

tîon cos a = -~ correspond à Téquilibre stable, et les posi- 
tions a=0 eta=TC, qui répondent à sina = 0, définissent 
des équilibres instables. 

C'est sur cette propriété du régulateur de rester formé 
tant que la vitesse angulaire ne dépasse pas une certaine 
limite, qu'est fondé le déclencliement produit dans les freins 
dont il a été question plus baut (§ 56). 

Remarquons que cette théorie ne tient aucun compte de la 
masse des boules, qui disparait comme facteur commun. Cette 
masse joue cependant un rôle important : c'est elle qui 
donne de la sensibilité à Tappareil. 

THÉORIE PLUS COMPLÈTE DU RÉGULATEUR A FORCE CENTRIFUGE. 

60. Dans la théorie précédente, nous n'avons tenu aucun 
compte des résistances que le régulateur avait à vaincre pour 
déplacer le manchon; nous n avons pas tenu compte non 
plus des masses des tiges qui forment l'appareil. Nous sup- 
poserons ici, d'après une analyse empruntée à Poncelct, que 
le manchon D soit retenu dans la position que représente la 
ligure, par une force F, qui peut croîlre jusqu'à une certaine 
limite, dans un sens ou dans l'autre ; et nous ferons entrer 
dans le calcul les masses de toutes les parties matérielles du 
système. 

Soit AB^/, AC = /;/, k étant un nombre donné, plus petit 
que Tunité, et CD = /'. 

Nous appellerons 

P le poids de chacune des boules B, B' ; 

p le poids par unité de longueur de la tige AB, que nous 
supposerons prolongée jusqu'au centre de la boule B, pour te- 
nir compte du petit renflement qui précède l'insertion de cette 




Fig. 90. 
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tige dans la sphère B, et dont on fait abstraction en attribuant 
à la tige une section uniforme; 

p' le poids par unité de longueur de la tige CD, mesurée de 
la ligne d'axe de la tige AB jusqu'à la ligne d'axe du man- 
chon, de manière à com- 
penser de même par un 
petit excès de longueur 
l'excès de masse dû aux 
renflements de la tige à 
l'endroit des articula- 
tions. 

Nous exprimerons 
qu'il y B équilibre, dans 
la position de la ligure, 
entre la force F, les 
poids des pièces, et les 
forces d'inertie d'cntraincmcnt, qui se réduisent aux forces 
centrifuges. Occupons-nous d'abord des poids. 

V Le poids de la boule B est une force P, verticale et appli- 
quée au centre de gravité de cette boule. 11 en est de même 
pour la boule B'. 
Le poids de la tige AB est une force verticale ply appliquée 

au milieu 1 de la longueur AR. Mais nous pouvons y substi- 

i 
tuer deux forces parallèles, égales à r^p/ chacune, et appliquées 

l'une en A, l'autre en B. La première, appliquée à un point 
fixe, ne produira aucun travail dans le déplacement du sys- 
tème; la seconde travaillera seule. La force p/, appliquée en P 
au milieu de la tige AB', est susceptible d'une décomposition 
analogue. 

Le poids ;//' de la tige DC est une force verticale appli- 
quée au milieu i de celle longueur ; on peut y substituer une 

1 1 

force ;tP'/' appliquée en D au manchon, et une force ^;)T ap- 
pliquée à Tarticulation C de la lige AB. Celle-ci est décompo- 
sable en deux forces parallèles appliquées Tune en A, l'autre 
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en B ; la dernière de ces deux composantes travaillera seule, 

1 AC 1 

et elle est égale à ^p'I' ^ Ifi ^ ^ P'^' ^ ^' 

La même décomposition s'applique au poids de la tige CD. 

La marche à suivre consiste à ramener toutes les forces a 
être appliquées aux points A, B, B' et D ; nous venons de Ta- 
chever pour les poids, il faut en faire autant pour les forces 
centrifuges. 

2** Quand un corps tourne uniformément autour d'un 
axe principal, les forces d'inertie se réduisent à une résul- 
tante unique, que Ton peut obtenir en supposant toute lu 
masse du corps concentrée en son centre de gravité (III, 
g 260). Ici l'axe de rotation du système est un axe principal 
au point R pour chacune des boules B, B'. Car si Ton mène 
un plan par Taxe AR et par le point B, centre de la boule, ce 
plan partage la boule en deux moitiés symétriques; il en 
est de même du plan mené par le point R perpendiculairement 
à Taxe de rotation. Rapportons les points matériels de la boule 
à ces deux plans et à un troisième mené par AR perpendicu- 
lairement aux deux premiers ; la droite RB deviendra par 
exemple Taxe des a;, la droite RÂ Taxe des z, et la perpendicu- 
laii'e commune élevée au point B à ces deux droites Taxe des 
y. On aura alors, à cause de la symétrie de la sphère homo- 
gène B par rapport aux plans des %x et des xy, lmxz=i et 
Zmxy=^0, équations qui montrent que Taxe AR est principal 
au point R pour le corps solide formée par la boule B. 

La résultante des forces centrifuges des points de cette 

p 
boule est donc une force é^^ale a -(o'Jsina, 

il 
dirigée dans le prolongement du rayon RB. 

Cherchons la résultante des forces cen- 
trifuges des différents éléments matériels 
de la tige AB. Considérons (fîg. 30) un élé- 
ment de longueur M)F de cette tige, situé à 
la distance AM = a; du point A. Soit dx la ^^o- so. 

longueur de cet élément. La force centrifuge f est dirigée 
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suivant le prolongement du rayon NM, et elle est égale à 

' — a)*xMN =' xsma. 

9 9 

Toutes ces forces centrifuges sont parallèles; elles ont pour 

résultante une force <r>, qui serait donnée par le théorème des 

2 
moments, et dont le point d'application est aux = de AB à 

partir du point A. Cette force 4> peut être décomposée en 
deux forces parallèles, Tune appliquée en A, qui ne pro- 
duira aucun travail, et Tautre appliquée en B ; pour obtenir 
celle-ci, nous nous servirons de Téquation des moments, en 
prenant pour centre des moments le point A. Soit X la com- 
posante cherchée. Nous aurons 

Jo g 
ou bien, on supprimant le facteur cos a, 

X/ = ' — sina X 1 x^dx = ' — sm« X -p- 
9 Jo g *f 

Donc 

La même méthode s'applique à la tige DC. La résultante ^ 
des forces centrifuges se décompose en deux forces ; l'une, 
appliquée en D, est détruite par la composante égale et con- 
traire qui provient de la tige symétrique CD; elle ne pro:luit 
d'ailleurs pas de travail, puisqu'elle est normale au déplace- 
ment du manchon le long de la lige AD ; mais on voit de plus 
qu'elle est équilibrée par une force symétrique, de sorte que 
Taxe AD ne subit de ce fait aucune pression de la part du 
manchon. L'autre composante, Y, est appliquée à l'articulation 
C, et est donnée par la même formule que la composante X : 

La force Y, appliquée en C, se décompose encore en deux 
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forces, l'une appliquée en A, qu'il est inutile de considérer 
puisque ce point est fixe, l'aulre appliquée en 6 et égale à 



c'est-à-dire égale à 



Au 



3 g 



Gl. Résumons les résultats obtenus, en laissant de côté les 
forces appliquées au point fixe A. 

V En B, nous avons, suivant la verticale, les forces 

€t suivant Thorizontale, les forces 

g ^g ^ g 

2*" En B', des forces Q' et Z' respectivement égales à Q cl 
à Z; les forces verticales Q^ agissent dans le même sens que Q, 
les forces horizontales Z' agissent en sens contraire de Z; 

3^ Au point D, suivant la verticale, et agissant de haut en 
bas, les forces 

Les forces horizontales se font équilibre. 

Il reste à exprimer l'équilibre de ces trois groupes de forces; 
on y parviendra en donnant au système un déplacement virtuel, 
c'est-à-dire en faisant varier infiniment peu l'angle a. Soit îx 
la variation de cet angle, et Bu la variation correspondante de 
la distance AD; le travail des forces Q et Z, dont le point 
d'application tourne de Tangle 5a autour de A, s'obtiendra en 
multipliant par Ea la somme de leurs moments par rapport au 
point A. Ce sera donc 

(Z/cosa — Q/sina)5a. 

Les forces Q' et Z', appliquées en B', donnent la même somme, 
ce qui double le résultat. 
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Le travail dû la force U est IlSu. L'équation d'équilibre est 
donc 



2(Zcos8( — Qsina) /Jx+U^x^O. 


Or 




tf = ADr 


= ACcosa + CDcos^ = klcosx + /'cos^ 


L'angle ^ est lié 


à Tangle a par la relation 




ACsin«=:CD8in^, 


ou bien 








On en déduit 






CCS ^ = y 1 — -J75- siii* a, 


et par suite 





u = A/cos« 4- v'/'*— A«/*siii^«. 

La diiférenliation donne donc 

» Il • % A*/*sin«cosa^« 
^tl = — A7 siii a Sx . 

Le radical dofl être pris positivement dans ces formules. 

C2. L'équalion finale, débarrassée du fadeur auxiliaire 82, 
lie entre elles les quantités variïibles F, w et a. Elle montre 
notamment quelle variation la vitesse angulaire ci) doit subir, 
pour que le régulateur se déplace malgré la résistance F exer- 
cée sur le mancbon : plus cette variation sera petite, plus l'ap- 
pareil sera sensible, et il est facile de voir à ce sujet Tinfluence 
de la masse des boules. 

Pour simplifier, ne tenons compte que des poids des boules 

en négligeant ceux des tiges articulées; la force Q se réduira 

p 
à P, la force Z 5 -w'/sina, et la force II à F; l'équation 

*/ 

d équilibre, divisée par sina, sera 

2(î^.^/cosa-p)/-Fx^A/4- ~^!^^^=^=] ^ Q. 
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Cela pos6« imprimons à Tappareil une autre vitesse angu- 
laire ci>\ en faisant varier la force F de telle sorte que le régu- 
lateur n'éprouveaucun déplacement ; l'angle a restant le même, 
mais la force ayant pris une autre valeur F', il viendra 

Retranchons les deux équations Tune de l'autre : 

^ («'* - «t) /«cosa - IP - F) (kl + , j^i"^JL_ ^ = 0. 

Plus le poids P des boules sera grand, plus la différence, 
a)** — Cl)*, des carrés des vitesses angulaires sera faible pour 
une même variation, F'— F, des résistances subies par l'appa- 
reil, de sorte que la sensibilité du régulateur est d*autant 
plus grande que la masse des boules est plus considérable. 



IMP£RFECTI02« DU RÉGULATEUR DE WATT. 

63. Nous avons dit plus haut (§ 59) que le régulateur de Watt 
semblait résoudre le problème ; il faut faire voir que la solu- 
tion n'est qu'apparence. Pour cela, nous supposerons que les 
boules soient assez pesantes pour que l'appareil ait une sen- 
sibilité pour ainsi dire infinie, de telle sorte qu'il se déforme 
dès que la vitesse angulaire vient à varier. Cela revient à né- 
gligera résistanceF développée par l'inertie elles frottements 
des organes en communication avec le régulateur. Nous sup- 
{léserons en même temps que l'arbre principal porte un vo- 
lant, dételle sorte que le mouvement de rotation soit uniforme 
et non périodiquement uniforme. S'il en était autrement, Tex- 
trème sensibilité du régulateur lui ferait faire des oscillations 
continuelles à chaque tour de l'arbre principal, par suite des 
variations de la vitesse angulaire ; ces oscillations seraient 
plutôt nuisibles qu'utiles à la marche de la machine, l'objet 
du régulateur étant de rendre constante une certaine vitesse 
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moyenne, et non d'agir sur les variations de la vitesse dans 
rélendiie d'une période. 

Supposons donc que le régulateur ait pendant la marche 
normale une vitesse angulaire u; il se placera de manière à 
former avec la verticale un angte d'écart a. donné par la for- 
mule 



Lo travail résistant venant tout ù coup à diminuer, la vitesse 
de la macliiiie augmente, et la vitesse angulaire du régulateur 
augmente dans le même rapport. Soit w' sa nouvelle valeur.A 
celle valeur J correspondra un nouvel angles', plus grand 
ijue a, et donné par l'équation 



La déformation subie par le régulateur produit un déplace- 
ment du manchon, et une fermeture partielle de la vanne qui 
alimente la machine, le travail moteur diminue aussitôt et 
prend la valeur qui assure à la machine sa vitesse normale, 
eu égard à la diminution du travail résistant, il résulte de là 
que la vitesse de rotation des boules reprend sa valeur u. Mais 
aussitôt le régulateur se ferme pour revenir à l'angle a di! 
l'écart primitif. Le manchon rétrograde donc jusqu'à sa pre- 
mière position, la vanne se rouvre, et le travail moteur reprend 
son excès de valeur. Par suite la vitesse de la machine aug* 
mente, ce qui entraine pour le régulateur le retour de la 
vitesse angulaire u'. On reconnaît ainsi que, au lieu d'assurer 
le maintien de la vitesse normale u, le régulateur de Watl 
subira une série d'oscillations limitées aux angles x el a', et . 
la vitesse de la machine une série de variations entre tes' 
limites w et u'. 

On peut corriger cet inconvénient au moyen d'un em- 
brayage alternatif, dont le manchon est mis en mouvement 
par lu levier du régulateur. Ouand la vitesse augmente, le 
levier, déplacé p:9r l'écartcment des boules, pousse le man* 
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chon d*einbrayage yers la droite par exemple; ce mouve- 
ment a pour effet d'embrayer une roue dentée comman- 
dant la vanne régulatrice; le système régulateur n'entre 
en action que si Taugmentation de la vitesse angulaire est 
assez grande pour que le manchon d*embrayage arrive au 
bout de sa course. Alors commence la fermeture partielle 
delà vanne; à mesure qu'elle se ferme, le travail moteur 
décroît et la vitesse diminue. Les boules du régulateur se 
resserrant, l'embrayage ne tarde pas à être interrompu , de 
sorte que la vanne régulatrice reste dans la position qu'elle 
occupe, bien que le régulateur soit revenu à la position 
qui correspond à la vitesse normale. Si la vitesse diminue 
plus tard par suite d'une augmentation du travail résistant, 
le manchon d'embrayage, déplacé à fond vers la gauche, 
vient agir sur une autre roue qui relève la vanne, de ma- 
nière à augmenter le travail moteur : augmentation qui per- 
sistera, Tembrayage cessant, quand le régulateur reviendra 
vers sa position primitive. 



RÉGCLATEUR PARABOLIQUE. 



64. On a cherché à utiliser le régulateur à force cen- 
trifuge, en en faisant un appareil à 
équilibre indifférent. Supposons que la 
boule H soit assujettie à décrire dans le 
plan du système une courbe AB. Elle sera 
en équilibre au point M si la résultante 
MN de la force centrifuge, MK=mu)'>', 
et de la pesanteur, ML = mg, est nor- 
male à la courbe. Prolongeons la droite ^^ ^^ 
UN jusqu'à la rencontre de l'axe AC. Les 
triangles semblables CPM, MLN donnent la proportion 




CP ML 
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OU bien 

CP ^ nig , 
r inûi*r 

d'où l'on déduit CP = -^. 

(i) 

La longueur CP, sous-normale de la courbe cherchée AB, est 

égale à -^t quantité constante si la vitesse angulaire u est 

donnée. 

La boule M est donc en équilibre en tous points de ht 
courbe AMB, pour une vitesse co déterminée, si la courbe AMB 

a une sous-normale constante et égale à -^ : la courbe che^ 

chée est une parabole dont AC est Taxe. 

Si l'on fait en sorte que le centre de la boule suive cette 
courbe, la boule pourra rester en équilibre en toutes ses posi- 
tions, la vitesse co conservant sa valeur normale. Un petit 
excès de vitesse angulaire l'écartera davantage, mais cet écart 
entraînant la fermeture partielle de la vanne régulatrice, le 
travail moteur diminuera au même instant, et la vitesse 
angulaire sera ramenée par là à sa valeur co, sans que le 
régulateur retourne à sa position primitive, puisqu'il se 
trouve aussi bien en équilibre, sous celte vitesse co, dans sa 
seconde position que dans la première. La vanne régulatrice 
conserve donc le degré de fermeture qui assure la réduction 
convenable du travail moteur. Mais cet effet suppose que la 
boule arrive sans vitesse sensible à sa nouvelle position 
d'équilibre, ce qui n'a presque jamais lieu; en réalité elle la 
dépasse en vertu de la vitesse acquise, et les régulateurs à 
équilibre indifférent sont soumis, comme celui de Watt, à 
une série d'oscillations qui influent sur le régime de la ma- 
chine. 
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RÉGULATEUR A BRAS CROISÉS DE M. FARGOT. 



65. n est assez difficile en pratique de disposer le régula- 
teur de telle sorte que la boule suive exactement la parabole 
AHB. Les normales successives, MC, enveloppent la dévelop- 
pée (yRQ de la courbe, ou le lieu de ses centres de courbure. 
Le centre de courbure au point M est le point de contact, I, 
de la normale avec Tare de courbe RQ. Si, au lieu d'attacher 
au point C la tige qui soutient la boule, on l'attache en ce 
point I, le centie de la boule sera assujetti à décrire un cercle 
osculateur à la parabole, et qui en difTérera très peu dons 
rétendue d*un certain arc à droite et à gauche du point M. On 
peut, sans erreur bien grande, 
remplacer la parabole par cet 
arc de cercle dans toute la ré- 
gion que les boules peuvent ë!re 
appelées à parcourir. Tel est le 
principe du régulateur à bras 
croisés de M. Farcot. Les deux 
tiges IM, TH' qui soutiennent les 
boules, sont fixées en deux points 
symétriques I et T, voisins de la 
développée de la parabole. La 
transmission de ces tiges au 
manchon se fait par d'autres 
-tiges ED, ED. Les premières se croisent au point C sur l'axe 
de rotation. Des contre-poids permettent de corriger la petite 
erreur résultant de la substitution d'un arc de cercle à l'arc 
de parabole. 

M. Marcel Deprez a indiqué une méthode pour déterminer 
l'angle HCP qui correspond au meilleur emploi de l'appa- 
reil. 

Soit IF=IT=:aet IM = L. La solution serait rigoureuse 
si la sous-normale CP était constante; le meilleur angle 

iff. — ace coujosox. 8 




Fig. 3%. 
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a=HCP est donc celui pour lequel CP varie le moins possible, 
c'est-à-dire celui qui rend la longueur CP m a iimum ou mini- 
mum. Or 

SlDa SIOX 

ca=L--4.. 

SJDx 

et 

CP = eu GOâa S Lcosa — 



tauffx 



Prenons la dérivée de cette fonction par rapport à a et ëga* 
Ions à zéro : il vient pour la condition du maximum 



8iU*a 



ou 

sin 



'"-=Vr 



UÉGULATEUR DE FOUCAULT. 

66. Le régulateur de Foucault est, comme le régulateur 
parabolique, un appareil à équilibre indifférent. Seulemenl 
au lieu de faire intervenir la pesanteur et la force centrifuge, 
se composant ensemble pour donner une résultante normale 
à une certaine courbe, Foucault assujettit les boules de son 
régulateur à rester dans le plan horizontal, et il équilibre la 
force centrifuge par la tension d'un ressort élastique. Voici la 
disposition de l'appareil, réduit à ses parties essentielles. 

Le manchon A glisse le long de l'axe vertical OA, autoac 
duquel l'appareil tourne avec la vitesse w. 11 porte deux tiges 
articulées égales, AB, AB', au bout desquelles sont placées los 
boules B, W. Pour leur faire décrire les droites OB, OB', *' 
suffit de joindre par des tiges 01, Or, le point fixe aux raî' 
lieux I et 1' des tiges AB, AB', et de donner à ces nouvelles iî' 
ges des longueurs égales à la moitié des premières. Car si 
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OI=AI = IB, le triangle AOB est rectangle en dans toutes 
les positions de la figure, et OB est une droite perpendicu- 
laire à OA. 

Le ressort qui re- 1 

tient la boule B est ^i'\^ 

attaché en un point .-<r 

C très voisin de la rj^:lll_Il:i^ 



0^ . , , 

droite OB', de telle r^ o, ^ ^t>.««:c 

sorte qu'il agisse sen- 
siblement dans la di- ^'^' ^ 
faction BO, sans gènenie mouvement de la boule opposée h'. 
Soient x la distance OB, sensiblement égale à DB, et a la 
distance CD, longueur naturelle du ressort. Lorsque la boule 
B est arrivée à la position qu'elle a sur la figure, le ressort a 
passé de la longueur a à la longueur a-hx; il s'est donc 
allongé de la quantité x, ce qui suppose en lui nnp tension T 
donnée par l'équation 

a 

en appelant E la tension correspondanle h x^=a, c'est-à-dire 

à rallongement qui double la longueur naturelle du ressort. 

Le coefficient E, qui dépend de la fabrication du ressort, doit 

être déterminé par expérience. 

La boule B est dans son équilibre relatif soumise à deux 

forces horizontales : Tune, mco'x, qui tend à Técarter de Taxe, 

E 
l'autre -x qui tend à l'en rapprocher. L'équilibre exige 

qu'on ait Tégalitë 

Ex , 

— = nirtTX, 
a 

d'où X disparaît comme facteur commun. La condition unique 
de Téquilibre est donc E = mui*a : si elle est remplie pour 
une certaine vitesse co, la boule B sera en équilibre dans toutes 
ses positions le long de la droite OB, tant que la vitesse de 
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rotation conservera la mâme valeur. Le manchon A se dépla- 
çant en conséquence et entraînant des mouvements con^ 
pondants de la vanne régulatrice, on aura dans cet appareil 
très simple un moyen de ramener la vitesse de Tarbre tour- 
nant à sa valeur normale. On a soin de détruire par des con- 
tre-poids le travail de la pesanteur sur le manchon et les tiges, 
de manière à ne laisser agir que la force centrifuge et la 
tension du ressort. 

La solution suppose, il est vrai, que les tensions d*un res- 
sort sont proportionnelles aux allongements ; mais cette loi, 
qui est vraie des petits allongements pour tous les prismes 
élastiques, est aussi très voisine de la réalité pour les ressorts 
hélicoïdaux, tant que les allongements ne dépassent pas une 
certaine limite. 

Les régulateurs asiatiques^ tels que ceux de Farcot et de 
Foucault, donnent prise à l'objection que nous avons faite 
aux régulateurs paraboliques. En somme, le régulateur Walt, 
malgré ses imperfections, reste encore Tapparcil le plus 
convenable pour la plupart des machines soumises à des 
variations du travail moteur et du travail résistant. 



LIVRE VI 



MÉCANIQUE DES FLUIDES 



INTRODUCTION 

67. Les principes de la mécanique s'appliquent à tous les 
systèmes maïériels, de quelque nature qu'ils soient ; il suffit, 
pour les étendre aux liquides et aux gaz, de poser quelques 
nouvelles définitions. 

Les liquides cl les gaz sont compris sous la dénomination 
commune de fluides. La diflùrence entre un corps solide et un 
corps fluide est que, dans un corps solide, chaque point ma- 
tériel a une place à peu près fixe par rapport à tous les 
autres, de sorte que la déformation du corps exige des efforts 
plus ou moins considérables ; tandis que, dans un fluide, 
chaque point matériel est comme libre au milieu des autres 
points, et que le système n'a par lui-môme aucune forme dé- 
finie. Un liquide pesant, versé dans un vase, prend exacte- 
ment la forme de ce vase, excepté sur la surface libre, qui 
dans l'état de repos est un plan horizontal. Un gaz renfermé 
dans une enceinte tend à en occuper tout le volume, et se 
dilate jusqu'à ce qu'il en ait atteint de tous cotés la surface* 
limite. Ces trois états, l'état solide, l'état liquide, l'état ga- 
zeux, appartiennent à presque tous les corps, et dépendent 
principalement de la température. Ainsi l'eau est un liquide à 
la température moyenne de nos climats; elle se gèle et passe 
à l'état solide vers 0®; elle se change en vapeur, c'est-à-dire 
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en gaz, quand on élève suffisamment la température sans 
changer la pression extérieure. Presque tous les corps gazeux 
peuvent être ramenés à Tétat liquide, mais il en est qui ne 
peuvent être liquéfiés qu'à une température extrémemenl 
basse. On les appelle gaz permanents, non pas pour indi- 
quer que la réduction à Tétat liquide soit impossible, mais 
pour les distinguer des vapeurs^ qui sont en général à une 
température voisine du point où s'opère le changement 
d'état. 

68. La distinction entre les liquides et les gaz s'établit en 
considérant les changements de volume. 

Un liquide enfermé dans une enceinte qu'il remplit entière- 
ment ne peut être amené qu'au prix des plus grands efforts à 
occuper un volume moindre ; en d'autres termes, les liquides 
sont très peu compressibles. On peut ajouter qu'ils sont très 
peu dilatables. Longtemps on a cru qu'ils étaient incompres- 
sibles d'une manière absolue ; c'était une erreur que la phy- 
sique moderne a redressée. Les liquides, pouvant transmettre 
les vibrations sonores, se comportent à cet égard comme 
des corps élastiques, et sont par conséquent susceptibles de 
subir de petites compressions et de petites dilatations. L'expé* 
rience directe a d'ailleurs fait connaître les coefficients de ccm- 
pressibilité des divers liquides; ce sont, il est vrai, des nom- 
bres extrêmement petits. 

Un gaz permanent, au contraire, est pour ainsi dire indé- 
finiment compressible, indéfiniment dilatable. Si sous une 
pression égale à l'unité une masse gazeuse occupe un volume 
représenté aussi par l'unité, la même masse occupera des vo- 
lumes égaux à 2, 3, ... n, lorsque la pression sera réduite â 

111 111 

^, =,...- ; elle occupera des volumes ^, ^, . . . -, lorsque 

la pression sera portée à 2, 3, ... n C'est dans cet énoncé 
très simple que consiste la loi de Mariotte^ loi qui n'est pas 
vraie sans restriction, et qui suppose notamment cette condi- 
tion nécessaire, que la masse gazeuse soumise à ïexpérïence 
conserve toujours la même température. Quand la température 
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de la masse gazeuse change, la loi de Mariotte doit être com- 
plétée par celle de Gay-Lussac^ et Tensemble des deux lois 
s exprime par la formule suivante : 

dans laquelle p représente la pression à laquelle est soumise 
la masse gazeuse, 

V le volume qu'elle occupe, 

T la température, 

a le coefficient de dilatation des gaz, 
et R un nombre constant. 

69. Les mêmes lois s*appliquent aux vapeurs, mais avec 
certaines restrictions ; lorsqu'il s'agit de vapeurs, il ne faut 
pas oublier que dans des conditions particulières de tempéra- 
ture et de pression la masse gazeuse se change en liquide. Le 
changement d'état a lieu lorsque la pression p est une fonc* 
lion déterminée de la température t. Soit donc 

(2) P = fir) 

Téquation qui définit les conditions du changement d'état. 
L'équation (1) ne sera pas applicable aux vapeurs pour toutes 
valeurs des variables p et t, mais seulement pour celles qui 
correspondent à l'état gazeux, c'est-à-dire celles qui satisfont 

à l'inégalité p<At). 

Pour traduire géométriquement celte condition, traçons 
dans un plan deux axes rectangulaires OX, OY (fig. 34). 
Nous prendrons OX pour l'axe des températures t, et OY 
pour l'axe des pressions p. Convenons d'appliquer l'équa- 
fion (1) à une masse de gaz dont le poids soit égal h 
l*unité. Le poids spécifique n du gaz sera alors égal à Tinverse 
de son volume V; car le produit nV est égal au poids total du 
;, qui reste constant dans toute la série des expériences. On 



peut donc remplacer pV par i, et écrire 

P) g = R(H-«r). 



Cela pose, si l'on donne a n uiio valeur arbitraire, l'équa- 
lion (3) repri^sente une droite A>I, qui coupe l'axe ÛX au 
point A pour lequel I -f-aT = 0, el l'axe OY au point B pour 
lequel ;i^nR. Faisant varier n, on aura autant de droilci 
qiiel'on voudra, AM, AM', AM",... passant toutes par le point A, 
et dont les ordonnées à l'origine, OB, OB', OB",,.. sont pro- 
portion ne! li;s aux valeurs successives de n. 

Traçons sur cette épure la courijc représentée par l'équa- 
tion du changement d'état 

nous obtiendrons une cerlaino courbe PO. qui définit Vétat dt 
mluraliojt de la vapeur, c'cst-à-dir e le passage de l'étal liquide 
à l'état gazeux. Pour tout point C, pris à gauche ou an-dessus 
delacourbe,onap>/ (t), elle tluideestàréfat liquide. Pour 
tout point D, pris à droite et au-dcssou-!, p < {{■:] et le (laide 
est h l'état gazeux ; c'est seu- 
lement alors que la vapeur 
obéît à la loi exprimée parla 
formule (5); celte formule 
n'csl donc applicable qu'aux 
valeurs siinuUanées de p d 
de T qui satisfont à la condi- 
tion p</'(t); en d'autres 
termes, l'épure n'est appli- 
cable que dans la région située à droite de la courbe PO. 
Si, par exemple, on tait varier ta pression et la Icmpcn* 
lure de manière â conserver constant le poids spécifique d'une 
vapeur dont l'état de température et de pression est rcpri- 
senté par le point D, les valeurs simullanées des deux n- 
riables seront représentées par la droite EDF, qui se IcrmiK 
vers la gauche au point E, sur la courbe du changement d'é- 
tat. Le prolongement AE de cette droite n'est qu'une ligM 
parasite de l'épure. 

la gai dits permanents sont sans doute des vapeurs loi' 
de leur état de saturation. Les courbes PQ qui limilo' 
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Mâur eux vers la gsuchc la partie uti!e de Tépiirc, sont 
peu éloignées du point A; ce point correspond à une lempé- 
ralure de — 275" centigrades, tandis qu'on ne peut giiôrc 
dans les expiïrienccs abaisf^el' la tcmpi^rulure au-dessous d^unc 
cinquantaine de degrés négatifs. Il n'y a donc aucun incon- 
Ténicnl pratique h traiter ces gaz comme s'ils élaient per- 
mnncnls d'une manière absolue. 

70. Toutes cl'S lois générales ne constituent qu'une première 
approximation, et dès qu'on introduit plus d'cxactiludedans 
les observations, on voit paraître des termes coirectirs. La 
mécanique rationnelle peut se dispenser d'entrer dans ces dé- 
tails, moyennant qu'elle se borne à étudier l'équilibre et le 
mouvement des Huides purfaits, par opposition aui Huidcs 
naturels. Un liquide parfait est un liquide bypolbétique, dé- 
pouillé de loute espèce de viscosilé, et devenu rigoureusement 
incompressible. Par viscosité, on entend la propriélé qu'ont 
les parties des fluides de développer des frottements quand 
elles glissent les unes contre les autres. La viscosité, ainsi 
définie, existe dans tous les lluides naturels, dans les gaz 
comme dans les liquides. On appelle gas parfait un gai 
permanent dénué de viscosité, et suivant indéllnimcnt lus 
lois de Mariette et de Gay-Lussac. Dans le même ordre d'idées, 
on pourrait déflnir solide parfait les solides invariables que 
l'on considère en statique et en dynamique. 

BÉFISmoa DE LA PRES.SION A t'iMTÉnlELIl D'u:i FLUIDE. 



71. Nous avons déjà eu égnrd, dans les paragraphes précé- 
dents, aux pressions extérieures subies par une masse gazeuse. 
On s'en fait une idée exacte en imaginant la masse renfermée 
dans un vase, dont une paroi s(;ule reste mobile; cette paroi 
mobile serait chassée en dehors par l'action du fluide, et il 
faudra pour l'équilibrer lui appliquer une certaine force, qui 
mesurera la pression subie par la masse gazeuse. On concevrait 
de même la pression extérieure exercée sur un liquide. Une 
surface iniiiiiment petite étant tracée sur l'enveloppe d'une 
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masse fluide quelconque, la pression exercée par cel IM^tatiA 
de surface sur le fluide contigu est épie el contraire à la 
pression exercée par le lluidi; sur cel élément ; c'est la force 
qu'il faudrait appliquer à l'élémenl supposé mobile pour 
équilibrer l'aclion que le fluide exerce sur lui. 

Pour étendre celle déHnilion à la pression sur tout élément 
de surface pris à l'intérieur d'une masse fluide, il sufiit de 
concevoir une suHacu qui contienne cet élément et qui par- 
tage la masse en deux parties, égales ou inégales. On imagi- 
nera ensuite que l'une de ces deux parties se soliditîe sans 
rien changer à la disposition des parties matérielles dont e\k 
est formée. L'élémenl de surface intérieure devient aloi'suii 
élément de paroi, et supporte de la part du fluide qui le toudic 
une certaine pression, laquelle n'a pas cliangé par suite de la 
solidificalion fictivement opérée dans la région voisine. La 
pression s'exerce donc sur les deux faces de l'élémenl, lors- 
qu'elles siiiit toutes les deux en contact avec le fluide. Cette , 
définition fait dépendre la pression à h fois de l'étendue de 
l'élémenl pressé cl de l'orientation de cet élément. 

72. La théorie moléculaire ëclaircit les notions précédentes. 
Un fluide est, comme un corps soliiie, formé de molécules 
cxlrémcmeul peliles, séparées les unes des autres par des 
p intervalles comparables à leurs propres dimen- 
sions, cl subissant chacune, de la part de» 
autres molécules, des actions attractives ou 
répulsives dont l'intensité varie avec les liis- 
tanccs mutuelles. Considérons au sein d'un 
fluide un élément très petit de surface planei; 
chaque molécule de fluide comprise dans cet éléinent subit cer- 
taines actions de la part des molécules voisines situées d'un 
côté de la surface, et certaines actions de la part des molécules 
situées du cété opposé. Considérons en particulier les actioni 
provenant des molécules situées d'un ccrlain côté de la sur- 
face. Leurs résultantes, prises séparément pour chacune des 
molécules de la surface A, seront toutes sensiblemoni oaral- 
léles, et te composeront on une force unique P, qui sera la 



•y 



^ 



rig. 55. 



pression exercée par le Uquitlc sur l'élùment A. Composant de 
môme les actions exercées sur les molécules du plan A par 
la masse (luide du cûlé opposé, nous obtiendrons une résul- 
tante P', qui sera égale et opposée à larésullarile P: cnr, quele 
fluide soit en repos ou en mouvement, il y aura toujours équi- 
libre entre les forces P, P', cl les forces directement appliquées 
aux molécules du plan A, y compris les forces d'inertie; or 
ces dernières classes de forces, étant de l'ordre de grandeur 
des masses des molécules qui les subissent, sont négligeables 
«s-à-vis des pressions P el P'. 

75. La pression P se trouve ainsi définie pour un élément 
de surface u, aussi petit qu'on voudra, ayant une orientation 
particulière ; elle est du même ordre de grandeur que la sur- 
face (u, et si l'on divise P par u, le quotient — est \a pression 

moyenne ifu (luule par unité de surface dans l'élemlne de l'aire 
plane A. On appelle pression du flviile en un point donné M, 

p 
tttivani tiii plan A, la limite ou vraie valeur p du rapport-! 

quand on réduit graduellement la surface td, ^ 

(le manière à y compiendre toujours le poini M. 
Ces détinilions posées, la première proposition 
à Établir est la suivante : Dam un fluide par- 
fait la pression p en un point donné M, sut- fis- se 
vont un plan d'orienlalion donnée A , est normale à ce plan. 
Cela résulte de l'absence de viscosité. La pression totale pdu 
est la résultante des actions des purties voisines du fluide sur 
les molécules siluécs dans l'élément dw; si elle étÉiit oblique 
au plan de l'élément, elle aurait dans ce plan une composante 
tangcnlielle qui constituerait un frottement, ou un effet de la 
viscosité, conclusion contr.iire à l'iiypolhése. On peut aussi 
s'expliquer la direction normale de la pression en admettant 
que les molécules des fluides se disposent toujours, en vertu 
de leur mobilité même, de manière à créer une sorte de sy- 
inèlric par rapport à une direction quelconque. S'il en est 
ainsi, les actions obliques au plan A, exercées sur une moié- 
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cule contenue dans ce plan, se composent deux à deux pouf 
donner des résultantes normales. 

L'expérience démontre que dans les fluides, contrairement 
à ce qu'on observe pour les solides, le frottement est nul à 
Tèlat de repos relatif, et dépend des vitesses avec lesquelles 
les molécules glissent les unes sur les autres. Il en résulte 
qu'un fluide naturel a Tétat de repos est sensiblement dans les 
mêmes condilions qu'un fluide parrait. Le seul point par lequel 
il en diflere, c'est que les fluides naturels ont des vr^priétà 
capillaireSj dont on fuit ordinairemant abstraction quand oo 
traite l'équilibre des fluides parfaits. Mais ces propriétés ne 
font pas exception aux lois de l'hydrostatique, et il sufCt, pour 
en tenir compte, d'introduire dans les calculs les forces capit 
laires au même titre que les autres forces extérieures. 

74. Venons enfin au théorème fondamental de la méca- 
nique des fluides. 

Dans un fluide parfait en équilibre^ la pression par unité ii 
surface en un point donné est la même dans toutes les direc- 
tions autour de ce point. 
Pour démontrer ce théorème, on s'appuie sur ce que les 

pressions subies par les faces d'un po- 
lyèdre plongé dans le fluide sont du 
môme ordre de grandeur que ces faces, 
tandis que la force extérieure qui le sol- 
licite est du même ordre de grandeur 
que sa masse ou que son volume. 
Au point 0, menons dans le fluide 
'^' ^ ' trois axes reclangulaires OX, OY, OZ, el 

prenons sur ces trois axes des longueurs OA=tf, OB=J, 
OC = c, infiniment pcliles. 

Nous pouvons regarder le tétraèdre matériel compris sous 
les faces OAB, OBC, OCA, ABC, comme en équilibre sous l'ac- 
tion d'une force extérieure, telle que la pesanteur, qui lui 
serait appliquée, et des pressions développées sur ses quatre 
faces, pressions normales, en vertu du lemme précédemment 
établi. 
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-Soient p, p', p*, p" les pressions moyennes par unîlè de 
surface sur cliacune des faces ABC, OBC, OCA, OAD; 

a, ^, Y l^s angles que fait la normale au plan ABC avec les 
trois aïesOX, OY, OZ ; 

X, il., V, les angles que Cuit avec les mi^mcs axes la force 
exlêricure qui sollicite le lélraùdre. Nous exprimerons celte 
force par le produit pXpx volume{OA!t(;), p diisignant la 
deiuilé ou masse s/(t'ci/i*/«e du fluide, et ç la force rapportée 
ù Vunité de masse, ou, en d'aulrcs termes, raccèléralion que 
cette force imprimerait a la masse du léIraMre s'il était libi'e 
dans l'espace. De mâme, les pressions totales subies par les 
Forces seront représentées rcspeclivcmenl par les produits 

pXHirf.ABC, j>'Xsurt.OBC. /l'Xsurf.OCA, »i"' x surf. OAB ; 

U première fait les angles 2, g, y avec les (rois axes; les au- 
tres sont respccli veulent parallèles à OX, OY et OZ. Projetons 
ces cinq foires sur les axes et écrivons les équations d'équi- 
libre : nous aurons : 
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Ces équations sont vraies, quelque petites que soient les di- 
mensions a, b^ c ; elles sont donc encore vraies à la limite 
quand on réduit a, b, c, à zéro; elles donnent alors 

donc la pression par unité de surface du fluide au point est 
la même sur tous les plans conduits par ce point. Car on peut 

disposer des rapports r, -, de telle sorte que le plan ABC ail 

une direction quelconque. 

75. La pression par unité de surface est ainsi la môme ea 
tous sens autour d'un point pris au sein d'un fluide parCût en 
équilibre, et ne dépend pas de Torientation de l'élément plan 
sur lequel on la considère. 11 en est de même pour un fluide 
naturel en repos, car les pressions y sont encore normales, 
ce qui suffit pour la démonstration du théorème. Il en est 
aussi de même pour un fluide parfait en mouvement, : en 
vertu du théorème de d'Alembcrt, le tétraèdre infiniment petit 
se trouve en équilibre à chaque instant sous l'action des pres- 
sions, de la force extérieure qui lui est réellement appliquée, 
et ,de la force d'inertie ; or la force d'inertie, — ny, du 
môme ordre de grandeur que la masse, disparaît comme 
toute autre force extérieure quand on réduit indéfiniment les 
arôles du tétraèdre. 

Ce n'est qu'aux fluides naturels en mouvement que le théo- 
rème sur l'égalilé de pression en tous sens ne s'applique pas 
en toute rigueur. On l'admet néanmoins comme approxi- 
mation, sauf à corriger s'il y a lieu les résultats que Ton peut 
en déduire. Le problème du mouvement des fluides est déjà 
très difficile quand on les suppose parfaits; il acquiert, quand 
on veut tenir compte de la viscosité, un nouveau degré de 
complication. 



CHAPITRE PREMIER 



HYDROSTATIQUE. 



76. Vhydrostatique, ou statique des fluides, a pour but de 
résoudre la question suivante : Dam une masse fluide en équi- 
libre sous raetion de forces extérieures donnéesy quelle est la 
répartition des pressions? Deux méthodes conduisent à la 
solution : Tune, fondée sur le théorème du travail virtuel ; 
l'autre, plus analytique et plus directe, fondée sur l'applica- 
tiondcs équations générales de l'équilibre. Nous exposerons 
d'abord la première. 

1* Soit AB un tuyau de section constante, mais infiniment 
petite, contenant une masse en équilibre, liquide ou gazeuse, 
qui n*est soumise à aucune force autre 
que les pressions de son enveloppe. Le 
tuyau est fermé en A et en B par deux 
pistons mobiles, auxquels on applique 
deux forces normales P et P' ; l'équi- 
libre exige que la force P soit égale à la 
pression totale exercée par le fluide sur 
la surface du piston A, et que la force 
V soit de même égale à la pression Fig. ss. 

totale du fluide sur la surface du piston B. Cela posé, je dis 
que P = F. 

En effet, le système matériel formé par le fluide compris 
entre les plans A et B étant supposé en équilibre, la somme 
des travaux virtuels de toutes les forces appliquées à ses dif* 
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fùi'cnls poinls esl nulle pour tout déplacement inltnimenl pelîl 
qui lui serait imprimé. Les forces sont ici les forces iiilé- 
rieurcs du lUiide cl les pressions des parois qui l'enlourent. 
Pour éliminer les travaux des forces intérieures, choisissons 
un déplacement vtrluel qui n'allére pas 1rs positions rcIatiTCs 
des molécules. Il sullit pour cela d'imaginer que toutes les 
molécules glissent d'une même quanfilé inlïnimenl pclile, i, 
le long du luyau ; le piston A avancera de cette quanlilé 
AA'^ï; le piston B, de la même quantité 1ÎB' = AA'. Ce dé- 
placement particulier annule non-seulemenl les travaux des 
lopces intérieures, mais aussi les travaux des pressions de 
toute la paroi courbe du tuyau, car ces pressions, normales 
à sa surface, sont perpendiculaires au\ chemins décrits par 
leurs poinls d'application. Les seules forces qui produisent 
du travail sont donc les forces P et P'; la première a un 
travail égal à Pxe; la seconde, un travail égal à — P'xs, 
et l'équation du travail virtuel donne 

Px.-l"x< = 0, 



Les pressions totales du fluide sont donc égales dans la sec- 
tion A et dans la section B, et par suite les pressions par unité 
de surface sont aussi égales aux doux bouts du tuyau. On <té- 
montrcrail d'une manière identique que la pression par unité 
de surface est la même en une section quelconque C, de sorte 
t\ue!le est constante dans toute rétendue du twjau. 

2" Dans une masse fluide en équilibre qui n'est sotimise à 
aucune autre force que les pressions de son enveloppe, la pres- 
sion par unité de surface esl ta même en tous points. 

En elfet, nous pouvons imaginer au sein de ta masse fluide 
un tuyau (le seclion constante AB, comprenant dans une 
de SCS sections C un point M quelconque. Fn vertu du lemme 
précédent, les pressions se trouvent les mêmes en tous les 
poinls intérieurs à ce luyau, et par suite la pression en M esl 
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égale à la pression en A ou en B, po nls prîsarbîlroipomcnl 
dans la masse. 

Ce théorème est connti en hydrostatique sous le nom de 
jmncipe de la transmission des pressions. 

5* Proposons-nous de résoudre le problème de la rèpaiti 
tion des pressions à Tintérieur d'un 
liquide pesant, dont le poids spéci- 
fique n est donné. 

Nous imaginerons un tuyau de sec- 
tion u) constante, infiniment petite, 
joignant dans l'intérieur du liquide 
un point A à un autre point B, et nous y^ ^^ 

exprimerons que le liquide contenu 
dans ce tuyau entre les sections A et B est en équilibre sous 
l'action de la pression P, de la pression V\ qui s'exercent sur 
les pistons mobiles A et B, et de la pe- 
santeur appliquée à toutes les mole- a'* jX 
cules liquides comprises entre ces deux 
pistons. 

Imprimons pour cela un déplacc- 
ment commun s, le long du tuyau, aux 
deux pistons et à tout le liquide qui 
les sépare. Les réactions de la partie 
convexe du tuyau ne produisent aucun 
travail. Nous retrouvons d'abord les 
termes Pe — Fe pour somme des Ira- ^ f* 

vaux des forces P et P. Mais il faut y Fig. 4o. 

joindre le travail de la pesanteur. 

En général, le travail de la pesanteur s'évalue en multi- 
pliant le poids total du système pesant par la quantité, posi- 
tive ou négative, dont s'est abaissé verticalement le centre de 
gravité. Au lieu de suivre cctie règle, observons qu'on ne 
change rien à la position du centre de gravité du système 
dans la position A'B', en supposant que le liquide placé à l'ori- 
gine entre les sections A et A' vienne occuper dans la seconde 
position l'intervalle des sections B et B^ le liquide compris 

lY. — m£g. colucx<i:«. 
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entre les sections A' cl B restant fixe dans cet échange. Il en 
résulte qu'au lieu de multiplier le poids entier du liquide AU 
par la pei te de hauteur de son centre de gravité général, il 
suffit de multiplier le poids commun des masses AA' et BB^ 
par la différence des hauteui^ de leurs centres de gravité res- 
pectifs. Ce poids est égal à nos, et les centres de gravité des 
deux masses sont infiniment peu différents des centres des 
sections A et B ; soient z et z' les hauteurs de ces derniers 
points au-dessus d*un même plan horizontal MN ; le travail 
de la pesanteur dû au déplacement virtuel e est donc égal à 
4- Ilwe X (s — s') . 

L'équation d'équilibre est par suite 

supprimant le facteur s, et divisant par w, il vient 



on bien 



v 1» 



/'' = /' -h I^'^ 



en appelant p et ;>' les pressions par unité de surface en A cl 
en B, et h la différence de niveau des points A et B. 

Dans un liquide pesant en équilibre, tous les points d'une 
même surface horizontale sont éqalement pressés : car la diffé- 
rence de pression entre deux points ne dépend que de la dif- 
férence d'altitude de ces deux points. La pression se trouve 
donc la même pour deux points situés au même niveau. 

4° Celte dernière proposition s'applique aussi aux gaz pe- 
sanls en équilibre ; mais elle ne peut se démontrer de même, 

car le poids spécilique II d'un gaz n'est pas 
constant comme celui d'un liquide, et il 
— varie avec la pression. Pour établir le théo- 
rème, on sera dune forcé de raisormer sur 
des différences de niveau infiniment pe- 
tites. La pression à l'intérieur d'un gaz en équilibre variant 
d'une manière conlinue, deux points infiniment rapprochés, A 
et B, ont des pressions inliniment peu dilférenles, et par suite 



_B2 

P-¥dp 



dz 



liiî. -il. 
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le poids spécifique du gaz est sensiblement constant dans 
toule rétendue de la région AB. Le gaz se comportant dans 
cette étendue comme un liquide, on peut lui appliquer Téqua- 

tion 

p'=/>-f n/i, 

qui devient ici 

en appelant p la pression en A, p -t- dp la pression en D et dz 
la difTérence de hauteur des points A et B. On en déduit 

dp = m/5. 

Or le poids spécifique II est une fonction de la pression p ; 
donc p est une fonction de z, et la proposition est démontrée 
pour les gaz pesants comme pour les liquides. 

Nous arrivons par là à reconnaître au sein des fluides pesants 
en équilibre des surfaces d^égale pression ou surfaces isopié- 
siqueSj qui ne sont autre chose que des plans horizontaux. La 
pression a une même valeur pour chacun d'eux; elle varie de 
l'un à Tautre. Ce sont ces surfaces qu'on appelle surfaces de 
niveau en hydrostatique. Nous n'avons qu*à généraliser ce ré- 
sultat pour résoudre dans toute son étendue le problème de 
l'équilibre des fluides. La considération des surfaces de ni- 
veau simplifie la question, car au premier abord la pression 
d'un fluide, variant d'un point à l'autre de sa masse, ne parait 
exprimable que par une fonction des trois coordonnées de 
chaque point. Les surfaces de niveau permettent de réduire ces 
trois coordonnées à une, à savoir, le paramétre qui définit la 
surface de niveau particulière passant par le point donné. 



DES SURFACES DE NIVEAU DANS LE CAS GÉNfÎRAL. 

77. Nous supposerons ici qu'un fluide soit en équilibre 
sous l'action de forces quelconques, appliquées à chacun des 
points matériels qui le composent, et données pour chacun en 
direction et en grandeur. La pression varie d'une manière 
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confinue au sein de celte masse fluide ; les surfaces de niveau 
sont les lieux géométriques des points où elle a une même 
valeur. Cela posé, nous commencerons par démontrer ce 
théorème : en chaque point d\ine surface de niveau^ la farce 
extérieure appliquée en ce point est normale à la surface. 

Soit en ctTet SS' une surface de niveau, tout le long de 
laïuelle la pression par unité de surface est égale à p. Prenons 
sur cette surface un point A, et soit AF la direction de la force 

qui sollicite ce point. Les points Toi- 

^.s^y-' ' sins du point A seront sollicités par des 

5-^ \ forces sensiblement parallèles à la di- 

p.^ ^, rection AF. Considérons un prisme 

droit AB, de longueur infiniment pe- 
tite as et de section o), dont Taxe soit situé dans la surface SS'. 
Ce prisme est en équilibre sous Faction des pressions déve- 
loppées sur ses faces par le fluide ambiant, et des forces appli- 
quées à ses molécules parallèlement à la direction AF. Proje- 
tons toutes ces forces sur Taxe du prisme; les pressions 
exercées sur la surface convexe sont normales à Taxe et ne 
donnent rien en projection. Les pressions sur les deux bases u 
sont égales et contraires, leur somme algébrique se détruit; 
il reste donc la projection de la résultante des forces exté- 
rieures, qui est nécessairement nulle aussi; et comme la force 
elle-même n'est pas supposée nulle, la direction de la force 
est normale à Taxe du prisme. Mais la direction de Taxe est 
arbitraire sur la surface S. Donc la force extérieure appliquée 
au point A est normale à la surface de niveau qui passe par 
ce point. 

Les surfaces de niveau coupent 5 angle droit les direc- 
t ons des forces appliquées à leurs divers points : nouvelle 
définition qui rattaclie la théorie hydrostatique des surfaces 
de niveau à la théorie dynamique exposée à propos des forces 
vives (lll, §49). 

78. Examinons ensuite comment varie la pression d*unc 
surface de niveau ii une autre infiniment voisine. 

Soit SS une surface de niveau sur laquelle la pression est p; 
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S'S' une surface de niveau infiniment voisine, le long de la- 
quelle la pression est p-hdp. En un point A de la première, 
menons la normale AF; ce sera la direction de la force qui 
sollicite le point A. Les directions des forces appliquées aux 
molécules voisines de ce point sont paral- 
lèles à la droite AF; de plus, comme les 
surfaces SS, S'S' sont infmiment voisines, 
la droite AF est sensiblement normale à S'S' 
au point B. 

Considérons un prisme droit infmiment p,v 43. 

petit AB, dont la section soit o), et la lon- 
gueur AB=£b; exprimons qu'il est en équilibre sous Taction 
des pressions qui s*exercent sur sa surface et de la résultante 
des forces appliquées à ses diverses molécules. Projetons 
toutes ces forces sur la direction AF; elles devront avoir une 
somme algébrique égale à zéro. 

Les pressions sur les faces latérales du prisme sont nor- 
males à l'axe de projection, et disparaissent dans la somme. 
11 reste les pressions sur la face A, sur la face B, et la résul- 
tante des forces. 

La pression totale en A est i^w ; la pression en B est (p -f- (lp)M 
et agit en sens contraire. Pour évaluer la force, remarquons 
que le prisme a pour volume wrfs, pour masse pwds^ en ap- 
pelant p la masse spécifique ou deusilé du fluide au point A ; 
la résultante des forces appliquées au prisme peut s'exprimer 
par le produit pwefaxç, où 9 représente la force rapportée à 
l'unité de masse, ou l'accélération qu'imprimerait au prisme 
matériel AB auquel elle est appliquée la force totale si elle le 
sollicitait dans le vide. 

Toutes ces forces agissant parallùlemcnl à Taxe de projec- 
tion, on a 1 équation 

/>« — (p -H dj)) M -f- f'Otdt X f = 0. 

Réduisant et supprimant le facteur commun co, il vient l'é- 
quation très simple 

dp B= p^ds, 
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qui résout la question en donnant la loi suivant laquelle la 
pression varie d'une surface de niveau à une surface de niveau 
voisine. 

L'équation dp=udzj obtenue dans le cas d'un fluide pesant, 
est un cas particulier de cette équation difTérenlielle, car les 
surfaces de niveau étant alors des plans horizontaux, dz est la 
distance de deux surfaces, et le poids spécifique U n*est autre 
chose que le produit p9 ou pg de la masse spécifique par Tac- 
célératien g duc à la pesanteur. 

79. Cette équation se transforme aisément, quand on y 
introduit les coordonnées des différents points du fluide rap- 
poi tées à trois axes rectangulaires. Appelons x, y, z les coor- 
données d'un point M; X, Y, Z, les composantes parallèles aux 
axes de la force 9 appliquée à ce point et rapportée à Tunité 
(Je masse; soient x-f-dx, y-hdtjyZ-hdz les coordonnées d'un 

point M', infiniment voisin du point M. 
De ce point abaissons une perpendicu- 
laire M'N sur la direction de la force Mf. 
Le point N fera partie de la même sur- 
face de niveau S' que le point W; po- 
^ .. sons d5=MN, nous aurons dp=^aQdi^ 

équation qui nous fera connaître roxcès 
de la pression en M' sur la pression en M. Mais çds est le tra- 
vail de la force 9 quand son point d'application reçoit un dé- 
placement MM'; appliquant la formule connue (II, g 115), on 
aura 

Donc enfin 

dp = p '^dx -j- \dij -f- Idi), 

équation générale de Thydrostatique. 

L'équation différentielle des surfaces de niveau est dp^=0^ 
ou bien 

Tidx -f \dy -f Idz = 0. 

Sous cette forme, on peut vérifier que la direction de la force 
ç, résultante des forces X, Y et Z, est normale à rélémml 




F 
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dont les projections sur les axes sont c/x, dy, dz, c'est-à-dire 
à tout élément tracé sur la Surface par le point (x, y, z). La 
force 9 est donc normale à la surface de niveau. 



MÉrnODE DIRECTE. 

80. Rapportons les positions des divers points de la masse 
fluide à trois axes rectangulaires OX, OY, OZ; soit A le point 
dont les coordonnées sont x, t/, z; appelons p la pression 
par unité de surface en ce point, et p la masse spécifique. 

Considérons un parallélépipède recta i;gle ayant pour som- 
met le point A, et dont les arêtes AB, AD, AF, paralléieû aux 
axes, soient respectivement égales à dx, dy, dz. Nous expri- 
merons que la masse fluide comprise 
sous ce volume est en équilibre sous ' 

l'action de la force extérieure qui y est 
directement appliquée , et des pres- 
sions exercées par le fluide ambiant 
sur ses différentes faces. y ^ 

La force extérieure s'exprimera en ^ 
multipliant par l'accélération don- Fi-, is. 

née 9 la masse du parallélépipède 
fluide, qui est pdxdydz; projetant celle force sur les trois axes, 
nous aurons pour composantes : 

pXdxdydz, pidxdydz et pldxdydz, 

La pression sur la face âDEF agit parallèlement à OX et dans 
le sens positif; la pression sur la face opposée agit parallèle- 
ment à la môme direction, mais dans le sens négatif. D'ail- 
leurs si p est la pression par unité de surface sur la face AE, 

p + y- dx est la pression par unité de surface sur la face BH; 

les pressions totales sont donc respectivement, avec leurs 
signes, 

pdydi et — ( '' "^ ^ ^* J ^y^' 
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Faisant la somme algébrique des trois forces, qui sont paral- 
lèles à l'axe OX, on aura pour l'Ajuilibre 

pdydz — (p 4- y- ^'-^ ) ^U'^^ "h p^dxdijdz = 0, 

OU bien, en réduisant et en divisant par dxdydzy 
(1) g = .X. 

Nous avons appelé p, dans ce calcul, la pression moyenne par 
unité de surface sur la face AE ; mais Péquation que nous 
obtenons est vraie quelque petites que soient les dimensions 
de celte face par rapport à la dimension dx=AB du parallé- 
lépipède , de sorte qu'il n'y a aucune erreur à regarder p 
comme la pression du fluide par unité de surface au point A. 
On obtiendrait de même, en projetant les forces sur OY cl 
sur OZ, les équations 

(^) t = A 

(5) I = .Z. 

Mulliplions la première équation par dx, la seconde par dy^ la 
troibiéme par dz^ et ajoutons. La somme f d^+zr <ly -^ ;r 'fe 

est la différentielle totale de p quand les variables x, y, z re- 
çoivent les accroissements arbitraires rfx, dj/, dz; on la repré- 
sentera par rfp, et il viendra Téquation déjà obtenue 

(4) dp = p {\dx 4- \dy + Zc/î). 

Nous ne nous sommes pas servis des équations des moments : 
il est facile de voir qu'elles seraient satisfaites d'elles-mêmes; 
les pressions sont normales aux faces, et leur résultante sur 
chacune passe sensiblement par le centre de gravité de cette 
face; elles passent donc toutes par le centre de gravité du 
parallélépipède. Les forces extérieures, parallèles et propor- 
tionnelles aux masses de chaque molécule, se composent en 
une force unique passant par le même point. Toutes les forces 
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ont donc un m£me point d'application, et il suffit pour Té- 
quilibre que la résultante de translation soit nuUe. C^e^t ce 
qu'expriment les trois équations (1), (2) et (3), ou plus sim- 
plement l'équation (4), où les facteurs dx^ dy^ dz^ restent 
arbitraires. 

DISCUSSION DE L*ÉQIA110N DZ i/hTOROSTATIQUE. 

81. Lorsque l'équilibre existe, la pression p est déterminée 
en chaque point du fluide, et par suite;; est une fonction bien 
déterminée des coordonnées x, r/, z. Les composantes X, Y, Z 
et la densité p sont des fonctions données des mêmes varia- 
bles. Le premier membre de l'équation (4) étant une différen- 
tielle exacte, il en est de même du second. Une des premières 
conditions de l'équilibre est donc que la fonction 

soit la différentielle d'une fonction des variables x, y et z, 

82. En général, si une fonction Mrfx-f-Nrfj/H-Prfs est la 
différentielle d'une fonction F (x, i/, z), on a les identités 

dx 

et par suite 

dM d-f 



N = 


d? 


di 








d^-V 
dxdi 


dp 



Cy dxdy 

et 

dN ^ d^ _ f/p 
di dtjdz dy ' 

Les conditions 

dM ^ dN dM _ dl» dN _ cJP 

dtf ~ dx* di dx* dî dy * 

sont donc nécessaires pour que la fonction donnée soit une 
différentielle exacte; elles sont de plus suffisantes, et si elles 
sont satisfaites, on pourra déterminer la fonction F. Posons, en 
effet, 

F = 0-»-Y + W, 
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U représentant une fonclion des (rois variables x, t/, 2, 

y une fonction de y et de 2 seuls, 
et W une fonction de %. 

Prenons les dérivées partielles de cette somme par rapport 
à X, à y et à 2, et identifions avec les fonctions données. Il 
viendra 

dx dx ' 

dy-dy'^dy- ^' 



//. •" //r •" // ^ •" //r ~" ^ • 



On en déduit 



di dz 



ds 



dx ~ "' 

«/y dy ' 

«/: dz dz 



La fonction U s obtiendra donc par l'intégration de Mdx en y 
considérant x comme la seule variable; la fonction V est de 

môme l'intégrale de ( N — .- J dij par rapport à la seule va- 
riable j/, et la fonction W l'intégrale de (P — r; — r )^'* 

par rapport à z. Mais il faut, pour que noire hypothèse soit 
vérifiée, que V ne contienne pas x, el que W ne contienne ni x 
ni y; or cela résulte des équations de condition; car on en 
déduit par la diflérentiation soiîs le signe /, 

dx dxj \ dt/J ^ J \dJ^ dxdyl ^ 



or 



d\ 



dxdy 






donc -.- = 0, et la fonction V est indépendante de x. De même 

dx àx J \ dz dz / J \dx dxdz dxdzj 



= I ( Ê - f) "■ = »• 



/(: 
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puisque TT7:=^ ZË vT~) ^^ * "^ contenant pas x. Enlin 
Or on a successivement 

U = Clldx, 



dijdz dz dy 



et 



r///</i «/s \ c/i/ / dz dffdz dz dijdzj 

_ JN _ _rf r(m ^j,_d^_ ± Çil^ — ^ _ f(t — 
(/i dy J dz dz dy J dx. dz dy ~~ ' 

dV d*U rf*V 

La fonction -, r- ^ -7-7 étant identiquement nulle, 

dy dydz d\juz ^ ' 

lllT 

on a — = 0. La fonction W est donc indépendante de x et 

de y, et la fonction F se détermine à l'aide de trois quadra- 
tures, sous la forme que nous lui avons assignée. 

Cauchy a mis la solution cherchée sous la forme d'une 
somme de trois intégrales définies. Appelant x^, t/o» *o trois 
constantes arbitraires, on a 

F = / M (x, y, 2)dx-{- I N x,, y, s) dy + /. '^ k^», »/o. z] dz, 

comme il est aisé de le vérifier. 

83. Connaissant les fonctions p, X, Y, Z, on pourra donc 
trouver la fonction p, pourvu qu'on ail les relations iden- 
tiques 

(5) rfpX) ^d[p\)^ d{p\) ^ f/:/;Z) rf(pY)_rf:,cZ) 

* ' dy dx * dz dx * dz dy 

U y a lieu ici de distinguer deux cas : l"" celui où la fonction 
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\dx •+- Ydtj 4- Idz est d'elle-môme la difrércnliellc cxaclc 
d'une certaine fonclion ; on aura alors 






dy c/x* dz dx dz drj 

£"" le cas où le facteur p rend la fonction une différentielle 
exacte; dans ce cas, ce sont les équations (5) qui doivent être 
vérifiées. Développant ces équations, il vieni, en les écrivant 
dans un ordre où elles se déduisent Tune de Tautre par per- 
mutation tournante : 

Multiplions la première par Z, la seconde par X, la troi- 
sième par Y et ajoutons ; les termes contenant les dérivées 

■p, ^, -7^ disparaîtront dans les sommes, et p pourra être 

supprimé comme facteur commun. La condition nécessaire 
pour qu'on puisse trouver un facteur p qui rende intégrable 
la fonction Xdx -+- Ydy -f- Zdz , quand les conditions (6) ne 
sont pas remplies, est donc exprimée par Téquation unique 

lox » A^X d\\ , ^. /d\ dl\ ^/dl d\\ 
PREMIER CAS : \dx -+- Yrfx H- Zdz DIFFÉRENTIELLE ElACIB. 



84. Supposons les conditions (6) satisfaites. 

Alors on pourra trouver une fonclion /'(x, y, %) ayant 
Xdx •+- Yrfj/H- Zda; pour différentielle. L'équalion générale des 
surfaces de niveau sera f (x, j/, 2) = C, et Téquation 

dp = p{\dx -f- \dy -f Zdz) 

deviendra 

dp=ipdf. 
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Sous ceilc forme, on voit que p est constant, ou bien fonc- 
tion de p. En effet, tout le long d'une môme surface de ni- 
veau, ;) est le même, et /* aussi; dp et df sont les mêmes dans 
toute l'étendue de la couche inGniment mince comprise entre 
les surfaces de niveau f=C et Z' -4- (//*= C -4- rfC ; donc p est 
constant dans toute retendue de cette couche; si la densilé 
n*est pas constante en tous les points de la masse fluide, elle 
varie seulement d'une couche à lautre, ce qui suppose p fonc- 
tion de f» ou, ce qui revient au même, de p. 

En tous les points d'une surface de niveau la densité est donc 
constante. Il est facile d'en déduire qu'en chaque point la 
distance de deux surfaces de niveau infiniment voisines est 
inversement proportionnelle à l'intensité de la force. Il suf- 
fit pour cela de mettre l'équation d'équiliijre sous la forme 
dp = p^ds(ll9). 

Lorsque le fluide est un liquide parfait homogène, p est 
constant d'une manière absolue. Lorsque le fluide est un gaz 
parfait à température t constante, p est lié à p par l'équation 
de Mariette et de Gay-Lussac, car de Téquation 



on déduit 



^ = n(i-H«r) 



P 



et k est une constante si t est constant. L'équation dp = pdf 

devient alors — = p Enfin si la température du gaz n'était 

pas partout la même, on tirerait de Téquation de Mariette 
et de Gay-Lussac 



^"Wgii -+-«7) 



et par suite 

équation qui montre que x est fonction de f, ce qui revient 
à dire que la température est la même en tous les points 
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d'une surface de niveau, et varie seulement de Tune à Tautrc. 
Les surfaces de niveau sont donc à la fois des surfaces isopié- 
siques (§ 70) et des surfaces isothermes. 

APPLICATION AUX LIQUIDES PESANTS. 

85. Prenons Taxe OZ vertical et montant. Nous aurons pour 
les composantes de la pesanteur rapportée à Tunité de masse 

donc 

\dx 4- Ydy -H Idz = — gdz, 

fonction intégrable qui donne f= C — (jz. 

Les surfaces de niveau sont alors des plans horizontaux, ce 
que nous savions déjà (§ 76). 

Supposons d'abord qu'il s'agisse d'un liquide. 

La surface libre étant une surface d'égale pression, sera 
une surface de niveau, c'est-à-dire un plan horizontal. 

Si plusieurs liquides, non solubles les uns dans les autres, 
sont superposés dans la même enceinte, les surfaces de sépa- 
ration sont des plans horizontaux ; autrement la densité ne 
serait pas constanle dans toute retendue d'une même surface 
de niveau. 

8C. La pression en un point donné s'obtiendra en intégrant 
, a ,, Téquation 

dp = pdf= — pgdz = — Udz, 

qui donne p=])o — II2, lorsque n est 
constant dans tous les points du liquide. 
Si la masse fluide se compose de plu- 
sieurs liquides superposés, il faudra 
donner à n les valeurs successives qui 
conviennent à ces différents liquides. 
Soit AA' la surface libre, et soient BB', 
Cr/, Diy, les surfaces de séparation des liquides de différentes 
densités. Appelons p^ la pression qui s^exerce sur la surface 





\ 








• k 


\ 








B 


V 






B' 


TT 


\ 








r 


> 


\r 


\ 


C 


If 




\ 




n 






\,l 


D' 



DES LIQUIDES PESANTS. 143 

libre. Ce sera, par exemple, la pression atmosphérique; La 
pression en B sera égale à 

p, 4- n X AB. 

Â parlir de ce point jusqu'en C, il faudra appliquer la for- 
mule 

dj> = — n'iiz, 

qui donnera pour le point C une pression égale à 

(/)o + nxAB)4-n'xDC. 

On trouverait de même; en appliquant l'équation dp == — !!"(/«, 
que la pression en D est égale à 

;), 4- n X AU 4- n' X DC 4- n" X CD. 

Pour représenter les pressions aux différents points de la 
verticale ÂD, on peut construire une ligne dont les ordonnées 
horizontales soient proportionnelles à ces pressions. On pren- 
dra sur les horizontales, à une échelle arbitraire, 

\a = /).. 

B6=;)o4-nxAB, 

Ce = p, 4- n X AB 4- U' X BC, 

De/ == />. 4- n X AB 4- n' X BC 4- n" X CD, 

cl on n'aura plus qu*à joindre par des lignes droites les points 
a, b^ c... Le contour polygonal abcd,,. sera la ligne deman- 
dée. 

La figure montre un contour convexe par rapport à AD. 
Cette condition est nécessaire pour la stabilité de l'équilibre. 
Il faut en d'autres termes que n < n'< n",.-- ou que, de haut 
en bas, les densités des liquides superposés soient croissantes. 
Nous en donnerons plus loin la raison, 

BEPRÉSENTATION DES PRESSIONS PAR UNE HAUTEUR DE LIQUIDE. 

87. Âu lieu de définir la pression par unité de surface en 
donnant le poids qui s'exerce sur une aire déterminée» 
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évalué en kilogrammes par centimèlre carré, on trouve 
plus commode en hydroslatique de définir cette pression 
par une hauteur d*un liquide dont la densité soit connue. La 
pression p par unité de surface est homogène au produit ni 
du poids spécifique par une hauteur ; si on divise ce produit 
par le poids spécifique n' d'un certain liquide pris pour type, 
on pourra définir entièrement la pression p en donnant la 

hauteur ^= jpX /i, qui lui est équivalente. Par exemple, la 

pression normale de l'atmosphère est égale, au niveau de la 
mer, à 10330 kilogrammes par mètre carré. Si on divise par 
le poids, 13596 kilogrammes, du mètre cube de mercure, on 
trouvera qu'elle est représentée par une colonne de mercure 
de 0'°,760; si on la divise par 1000, poids du mètre cube 
d'eau, on trouvera 10'",53 pour hauteur représentative en 
eau de la pression atmosphérique. Celle représentation est 
surtout utile lorsqu'on n'a à considérer qu'un seul liquide- 
en le prenant pour liquide-type, les pressions, abstraction 
faite de la pression atmosphérique, seront représentées par 
la hauteur môme de la surface libre du liquide au-dessus des 
divers points où l'on veut les évaluer. 

Soit AA' la surface libre d'un liquide pesant ; la pression 
en B, abstraction faite de la pression extérieure qui s'exerce 

en A, sera représentée par la colonne AB, 
cl la ligne dont les ordonnées horizontales 
représentent les pressions aux diverses 
hauteurs, sera la bissectrice AC de l'angle 
droit BAA'. Pour revenir de là à la pression 
évaluée en poids, il suffit de multiplier la 
hauteur AB par le poids de l'unité de volume du liquide. 




GAZ PESAMS. 



88. Nous supposerons que la température t du gaz soif par- 
tout la même; nous pourrons alors nous servir de l'équation 
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p = itp, OÙ k remplace la quanlilé constante Rjf(l+aT). 
L'équation 

se transforme en celle-ci : 



p k ' k U 11 -Hat) 

Intégrons, et appelons /^^ la pression à la hauteur z^ : il vien- 
dra 






ou bien 



-» — •'o 



p^P»Xe • ^ ' 



La pression décroît donc suivant une loi exponentielle à 
mesure que % — %^ augmente. Elle est à peu près la môme 
en tous les points d'une masse gazeuse homogène de peu 
d'étendue; car alors % — z^ étant très petit, même quand il 
reçoit sa plus grande valeur, p est très peu diflerent de p^. 



KIVELLEMENT BAROMÉTRIQUE. 

89. Le calcul précédent suppose que la pesanteur ne varie 
pas avec la hauteur à laquelle on s*élève. Il n'est donc pas 
rigoureusement applicable à la détermination des pressions 
dans l'atmosphère, dès que les différences de niveau sont 
grandes. L'accélération g n'est pas, en effet, la même à 
toute hauteur. Appelons r la distance du centre de la terre au 
point le plus b?s, que nous appclerons station inférieure^ z la 
hauteur de la station supérieure, qui est supposée située sur 
la même verticale, g raccélération due à la pesanteur au pre- 
mier point, g' raccélération due à la pesanteur au second ; on 
aura 

g' _ r» 

IT. — MCc. 00LL1G50S. 10 
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en vertu de la loi de Newton. Or, à la hauteur z^ réquation 
d'équilibre de Tair est 

<//? = — p^'rfs. 

On a d'ailleurs toujours pour la densité p, sous la pression p 
et à la température t, la relation 

où g est l'accélération due à la pesanteur mesurée à la sta- 
tion inférieure, pourvu que le coefficient R ait été déterminé 
a la même station. 
Donc 

^ p g' p r* 

^^ ~ lui +«t) ^ ^ - 14(1 -H ar) ^ FfTp»* 

Substituons cette valeur dans Téqualion d'équilibre; il vien- 
dra, en séparant les variables, 



dp___ i f^ 



dz. 



Une nouvelle difficulté se présente ici : la température x 
n'est pas la même à toutes les hauteurs, et on ignore la loi 
qui lie les variables t et ;s; tant que cette loi sera inconnuc« 
on ne pourra pas intégrer rigoureusement Téquation précé- 
dente. On tourne la difficulté en remplaçant t par la moyenne 
entre les températures observées à la station inférieure et à la 
slation supérieure. Appelons t la température de Pair à la sta- 
tion inférieure, et V la température à la station supérieure : 

nous ferons ' = —9 — • Le coefficient de dilatation des gaz, 

a = 0,00375, est assez petit pour justifier ce procédé d'ap- 
proximation. Mais on a reconnu qu'il convient d'en forcer un 
peu la valeur, pour tenir compte de la présence de la vapeur 
d'eau contenue dans l'air atmosphérique ; on lui donne dans 
les calculs barométriques la valeur 0,004. Le facteur !-+-« 

devient égal a 1 -h -tqqâ-* 
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L'équation différentielle peut alors s'intégrer et donne 

M ^ 1000 / 

ou bien, en désignant par p^ la pression observée à la station 
inférieure, poura{=0, 

V 1000 / 

Les pressions de Fair p^^ et p s'observent au moyen du ba- 
romètre et s'évaluent en hauteurs de mercure ; il est né- 
cessaire de tenir compte dans celte évaluation de la diminu- 
tion de la pesanteur à mesure qu'on s'élève, et des différences 
des températures, circonstances qui altèrent la densité du 
mercure et la hauteur des colonnes représentatives des pres- 
sions. Appelons le coefficient de dilatation absolue du mer- 
cure. Soit h la hauteur barométrique lue à la station infé- 
rieure, à la température T ; appelons p^ la masse spécifique du 

mercure à 0*; . ^^^,n sera le poids de Tunité de volume de 

1 -4-pr ^ 

mercure à T degrés; la hauteur h correspond par conséquent 
à une pression p^ = . r^r^ X '*• 

De même la hauteur fc', observée à la station supérieure 
sous la température T', représente une pression p égale u 

PoS^ hf Donc 

;i. _ ^ ^ l±£l' ^ ^ __ (r 4- ^)' ^ 1+^r h 

1 
Le coefficient^ est un très petit nombre, pttô- Si l'on mul- 

1 -+- 3T' 
tiplie haut et bas la fraction ^ ~ par 1 — pT', et qu'on 

A "T" p 1 

néglige le terme p*T'* au numérateur et le terme — ^*TT' au 
dénominateur, elle prend approximativement la valeur 

1 

l-i-^lT-T')' 
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SOUS cette forme, on voit que la correction des tempéra- 
tures du mercure revient à substituer à la hauteur h' lue à 
la station supérieure, le produit /i'x(l -+-P(T— T), sans 
rien changer à la hauleur h observée à la station inférieure. 
Appelons H ce produit ou la hauleur baromélrique de la sta- 
tion supérieure corrigée, et nous aurons Téquation simplifiée 

i> "" r* ^ II* 

Donc 

et l'équation dont on doit tirer % est la suivante : 

-(5)--(-y=.-(;7%!) 



t + t')\ r + 5 



Les logarithmes sont pris dans le système dont la base est e. 
Pour les transformer en logarithmes dans le système vulgaire, 
dont la base est 10, il faut les multiplier par le module de ce 
système, c'est-à-dire par le nombre [jl^O, 434295... 

L'équation devient, L désignant les logarithmes vulgaires, 



L^4 2L^- '^ 



(■-;)= 



Résolvons par rapport au z qui est en numérateur dans le 
second membre, en traitant comme des quantités connues les 
autres z contenus dans l'équation. Il vient 

Cette équation se prèle au calcul par approximations succes- 
sives. On remarquera d'abord que z est très petit par rapporta 
la distance r, laquelle est à peu près égale au rayon de la terre, 
ou à 6,566,200 mètres environ. On pourra donc faire s=0 
dans le second membre, ce qui donnera pour % une première 
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valeur approchée. On substituera ensuite celle valeur appro- 
chée dans le second membre, et on en déduira pour z une 
seconde valeur plus approchée que la première. En général, 
on peut se contenter de la première approximation. La for- 
mule devient alors 

V ^ lojo / ** Il 

Le coefficient A a élé déterminé par des expériences très 
multipliées deRamond dans les Pyrénées et dans PÂuvergne. 
Il varie avec la latitude, comme raccéléraliou g, Soiti}/ la lati- 
tude du lieu de l'observation; Rarnond a donné la formule 

z = 18393- X (1+ 0,(02837 cos2/; (l 4- ^7^) l ( jj )• 

Si Ton veut plus d'exactitude, on aura recours à la formule 
complète, où le coefficient numérique doit recevoir une valeur 
un peu différente : 

a= i8356-(H.0,002857cos2^) (l -h ^^) [^ (J) + 2L (< +7)] 

x(i^^). 

On peut développer en série le logarilhmc de 1 -h-, et, se 

bornant au premier terme, on aura l'équation suivante, que 
Laplace a donnée dans la Mécanique céleste ; 

î = L ^ Pj W 18350 X (1 + 0,0028^i71 cos2^) (\ -f- ^^) 

log (II) + 0,808589^. I 

n ne faut pas oublier que dans ces formules II remplace le 

T— r\ 

produit /t'x(l -+--5JJYA 

Pour l'évaluation des températures T et T' du mercure, on 
place un thermomèlre dans le baromètre même; c'est ce ther- 
momètre qui fournit les valeurs de T et T'. Un thermomètre 
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extérieur fournit les températures t et t'. Ajoutons enfin que 
ces formules ont été réduites en tables d'un emploi commode 
et rapide. 



FORME DE LA SURFACE DE LA MER. 

90. La surface libre d'un liquide en repos est une surface 
de niveau, qui coupe à angle droit les directions des forces 
appliquées en tous ses points. Les principales forces qui agis- 
sent sur un point matériel placé à la surface du globe terres- 
Ire se réduisent à la pesanteur, c'est-à-dire à la résultante 
de la force centrifuge et de l'attraction terrestre; la direction 
de la pesanteur est la verticale, et, par suite, la surface libre 
de la mer, quand elle est calme, doit couper h angle droit 
toutes les verticales menées en ses difTérents points. Le globe 
lui-même, d'après la théorie généralement adoptée, a passé 
par l'état fluide avant que la croûte extérieure suivant les uns, 
la masse entière suivant les autres, ait été solidifiée par le 
refroidissement. La surface générale du globe doit donc être 
une surface de niveau, prolongement de la surface libre des 
mers. Los dislocations, les basculcmcnls, les érosions et au- 
tres phénomènes géologiques ont d'ailleurs modifié, suivant 
les localités, la forme apparente sans altérer profondément la 
forme générale du globe. 

Si raltraclion agissait seule, la ligure sphérique satisferait 
aux condilions; car raltraclion d'une sphère homogène sur 
un point placé à sa surface est dirigée vers le centre, et est 
normale à la surface exlérieure. Mais Taltraclion doit se com- 
poser avec la force centrifuge, qui fait dévier chaque verticale 
dans le plan méridien. La forme sphérique ne convient plus à 
Téquilibre dans ces nouvelles condilions, et la recherche de 
la figure de la terre devient un problème beaucoup plus com- 
pliqué. L'observation a fait reconnaître que la terre est à très 
peu près un ellipsoïde de révolution, et que son grand axe, 
ou diamètre équatorial, est à son petit axe, ou dislance des 
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deux pôles, dans le rapport de 300 à 299. L'analyse monlrc, 
en eflet, que la forme d'ellipsoïde de révolution salisfail aux 
conditions d'équilibre. On a reconnu aussi que la forme 
ellipsoïdale à axes inégaux peut y satisfaire en certains 
cas. Enfln les formes que l'on observe dans les anneaux 
de Saturne rentrent également dans les solutions possibles 
du problème. 

91. Les couches de niveau dans l'atmosphère sont des sur- 
faces parallèles à la surface des mers. Ceci suppose, il est vrai, 
que l'atmosphère soit en équilibre; or l'équilibre assurerait à 
tous les points d'une même couche de niveau une égalité de 
température qui est impossible, puisque à chaque instant le 
soleil échauffe une région de cette couche, tandis que le re- 
froidissement de la nuit se produit sur la région opposée. Le 
repos de l'atmosphère est donc impossible; de la les vents, 
qui sont produits par l'inégal échauffement des couches ga- 
zeuses. S'il en est ainsi, les formules de nivellement baro- 
métrique ne sont pas rigoureusement exactes, car elles sont 
établies sur l'hypothèse du repos de l'atmosphère et de la 
constance de la pression en chaque point. Et, en effet, ces 
formules ne sont pas complètement vraies; les pressions ob- 
servées ne sont pas rigoureusement constantes. Tout ce qu'on 
peut dire pour en justifier l'emploi, c'est que les causes qui 
font varier les pressions de Talmosphère agissent vraisembla- 
blement dans le même sens lorsque les deux stations où Ton 
observe le baromètre sont peu éloignées l'une de l'autre, et 
qu'il s'écoule peu de temps entre la première observation et la 
seconde. Si la compensation résultante était exacte, le rapport 

Il qui entre dans les formules resterait constant malgré les 

Tariations de ses deux termes. Quand on veut parvenir à 
une complète rigueur, il faut répéter les observations aux 
deux stations, en les faisant autant que possible simul- 
tanément dans chacune; de cette manière, on déterminera 
pour chaque station la pression moyenne de Fair, c'est-à- 
dire la pression qui aurait lieu en ce point si les causes 
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perturbatrices étaient ccarices. Alors Tapplicatioa de la for- 
mule de l'équilibre atino5pti6rique ne Eoulêve plus lesm^mes 

objections. 



92. Le phénonnine des marées, qu'on observe sur les ri- 
vages de l'Océan et de certaines mers, est dû au déplace- 
ment périodique des verticales de chaque point du globe sous 
l'action attractive de la lune et du foleil. La surface libre des 
euus tendant toujours à faire un angle droit en cliaquc point 
avec la verticale qui y passe, si les verticales sont déviées, 
l'équilibre sera rompu et la surface libre tendra à prendre 
une nouvelle forme- Or l'allraction de la lune et celle du 
soleil, jointes aux forces apparentes dues à la Iranslation Ai 
la terre, font h chaque instant dévier d'un 1res petit angle 
la verticale de chaque point (111, § 226). Admettons que la 
surface des mers soit à chaque instant normale aux verti- 
cales ainsi modifiées; il en résultera une légère défor i ation 
de l'ellipsoïde moyen. On peut d'ailleurs chercher séparé- 
ment l'action du soleil et l'action de la lune ; à chacune cor- 
respondrait une nouvelle forme de l'ellipsoïde, et ly forme dé- 
Ilriilive s'obtiendrait en composanl ensemble ces deux formel, 
c'est-à-dire en additionnant algébriquement les hauteurs 
correspondantes. L'influence de la lune sur les marées es! 
beaucoup plus grande que celle du soleil, parce que sa proxi- 
mité de la terre fait plus que compenser l'infériorité de sa 
masse. Du reste, la mer ne peut se mettre à chaque inslajit 
en équilibre sous les actions variiibles qu'elle subit, ell'obser- 
vation montre qu'il y a un retard de 5C heures environ de cha- 
que marée par rapport aux positions des corps célestes qui h 
produisent. La haute mer a lieu à la fois pour deux points 
situés aux antipodes l'un de l'autre ; la mer basse, pour tous les 
points du grand cercle dont ces deux points sont les pAlcs. 
Les marées sont dites de vive eau quand l'action du soleil cl 
de ta mer s'ajoutent, c'^st-à-dire quand les deux astres sont 
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en opposUion (pleine lune), ou en conjonction (nouvelle lune); 
elles sont dites de morte eau^ quand ils sont en quadrature 
(premier et dernier quartier). Enfin, la montée et la descente 
des eaux est extrêmement faible en pleine mer, et elle ne 
s* accuse avec un peu d'intensité que sur les côtes, surtout 
aux points où elles opposent un obstacle à la propagation du 
flot. L'heure de la pleine mer et la hauteur moyenne de la 
marée sont des éléments qui varient très rapidement d un 
point à Tautre d*une même côte, et les lois de Toscillation 
du plan d*eau sont aussi extrêmement variables suivant les 
localités. Mous reviendrons plus tard sur ce problème. 




EXEMPLE d'un ÉQUILIBRE RELATIF. 

93. Comme exemple d*un liquide en équilibre sous l'action 
(le la pesanteur et de la force centrifuge, cherchons la forme 
dos surfaces de niveau pour un liquide 
pesant, tournant uniformément avec 
une vitesse (o autour d'un axe verti- 
cal OZ. 

Soit M un point du liquide. Les forces 
h faire intervenir sont la pesanteur m^, 
agissant parallèiement à OZ, mais dans 
le sens négatif, et la force centrifuge, *^ 

dirigée suivant le prolongement de la perpendiculaire PM à 
Taxe OZ, et égale à nnù^r, en appelant r la distance PM. 

Projetons cette force wwV sur les trois axes; soient a:, j/, % 
les coordonnées du point M; la composante suivant Taxe OX 

X 

sera mwV - ou mw'x, la composante suivant OY, mw*?/, et la 

composante suivant OZ sera nulle. On aura donc, en rappor- 
tant les forces à Tunité de masse, ce qui revient à supprimer 
le facteur m, 
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I/6qualion des surfaces de niveau est 

u*xdx +■ ifigâg — gdt = 0. 

Intégrant, il vient 

a 6.*(i* + j*) — yj = coaHanlc. 

Cette équation montre que les surfaces de niveau sont des 
paraboloîdes de révolution autour de l'axe OZ. 

On remarquera l'analogie de ce problème avec celui du ré- 
gulateur parabolique (g 64). Dans l'un cl Taulre, il s'agit de 
trouver une courbe telle, que la résultante des forces mj el 
ffluV lui soit normale en tous ses points; celte courbe est ta 
liarabolc. 
94. Soit proposé de déterminer la surface libre d'une masse 
liquide pesante, en repos relatif, ani- 
mée autour de l'axe veilical OZ d'une 
vilesse angulaire u, ayant un volume 
donné V, et renfermée dans un vase 
cylindrique à arêtes verticales, dont 
le fond DEIKE' est un cercle décrit du 
point comme centre. 

Soit OD^ll le rayon du cercle de 
base. 

""' "■ La suiiaee libre est un paraboloidc, 

dont BAB', CAC sont les seclions par les plans coordonnés, cl 
dont l'équalioii est 




La conslanle C doit être délenninée de manière que le volume 
compris dans le cylindre sous le paraboloîde soit égal à V. 
L'èqualion de la parabole BAB' s'obtient en faisant i/^O : ce 
qui donne 



Pour évaluer le volume du liquide, nous partagerons l'aire 
OABD en bandes verticales m», dont la surface sera xâx; en 
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tournant autour de Taxe OZ, chaque bande engendre un volume 
égal à zdxx2i:x^ et le volume total est égal à l'intégrale 

^l-xzxdx ^ V. 

Cr 

3=t ; 

y 

2Xi]x = -,- x^lx Xilx, 

^U 9 

L*iutégrale de cette expression, entre les limites et R, est 

ft»« n* _ c R» 

Multipliant par 2 ?;, nous avons l'équation 

4î/ g 

Donc 

c _ j9 _ R*^« py 

9 

Si Ton Tait X et j/ égaux à zéro dans 1 equalion de la surface, 

on obtient la hauteur OA du liquide au centre du vase. Or il 

C 
vient dans cette hypothèse z= ♦et par suile 

V 
•s u* étant la surface du cercle de base, -r., est la hauteur du 

'îZi.x 

liquide lorsque (ù=0. Donc-r— est la quantité dont la rota- 
tion (I) fait creuser le liquide au centre du vase. Observons que 
1\o> est la vitesse linéaire de la surface convexe du vase. Si on 
Tcxprime par v, le creux formé au cenlre par la rotation sera 

égal à-r-» ou à x^> ou enfin à la moitié de la hauteur due à 
^ 4(/ 22g 
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la vitesse v. Les formules ne sont applicables qu*à des vi- 
tesses (I) assez faibles pour qu'il reste une certaine quan- 
tité de liquide sur Taxe OÂ. Si, par exemple, on avait 

ou 

«> 7=.» 

C serait positif, et le creux formé découvrirait le centre du 
fond. Alors les formules établies dans la supposition qu*it 
reste du liquide au centre devraient élre moditiées. 

95. La pression p dans la masse liquide se déterminera 
par l'intégration de Téquation 

dp = p ÇHdx 4- \(ly 4- Ws) = 5 (Xrfa? + Yrfy -h Idz), 

en appelant n le poids de l'unité de volume du liquide, ce 
qui donne ici 



P = ^^[^{x^'hV*)-9^ + Cf] 



Sur la surface libre règne la pression atmosphérique p^; on 
aura donc au point A 

;>. =5(C4-C'). 

Donc 

équation où C doit ôlrc remplacé par sa valeur — ^ ^• 

La pression en un point F de l'axe OA est représentée, abstrac- 
tion faite de la pression atmosphérique, par la colonne AF. 
Elle est égale à p^ -f- II x AF. Car en tous les points de Taxe 
OA, la force centrifuge étant nulle, la répartition des pres- 
sions est la même que si le liquide était en repos absolu. 

L'abaissement du liquide au centre du vase étant propor- 
tionné au carré de la vitesse angulaire o), on pourra mesurer 
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la vitesse angulaire en évaluant à Taide d*une échelle graduée 
la quantité dont le liquide s'abaisse au-dessous de son niveau 
moyen. C'est une manière d'évaluer la vitesse des arbres tour- 
nants sans mesurer aucune durée. 

96. Supposons en second lieu que la valeur fournie pour C 

par 1 équation C=— 7 -^ soit posi- 
tive, ce qui indique que le fond du vase se 
découvre en partie par suite de la rotation. 
La seule différence à introduire dans le 
calcul consiste à remplacer la limite infé- 
rieure a;=0 de rintégrale par la limite 
x=OG, qui correspond à l'intersection 
de la parabole avec Taxe OX. Nous aurons donc, en po- 
sant OG=Xo, 



/ 







^ <i w» D 



Fi-. 50. 



L 



mTl^JCltX ^— f I 



avec l'équation 



5 fJx* — #75 = c, 



sachant que x, est la valeur de x pour z 
On a par conséquent 



=0, 



/Oi' 



X. = 



_ V2C 



ea 



et rinconnue C entrera dans Tune des limites de l'intégration . 
Nous aurons encore 



zxdx = .7- x^'dx xdx 

'9 9 



dont l'intégrale générale est 



"-ig 4 g "i' 



L'intégrale prise entre les limites x^ et R devient 

«« R^ c R« (tfio c ^ c \ _ «* R* c R' c« c» 
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On obtiendra C en résolvant Téquafion du second degré 

4 :c 



qui a ses racines réelles, car les trois premiers termes for- 
ment le carré de C ^» et l'équation donne par consé- 
quent 



R'ci>* 
Elles sont toutes deux de môme signe, car -y- étant supposé 

> ~^ le dernier terme -7 — est positif; le signe des 

racines est enfin le signe 4-, puisque la somme des racines, 
RV, est positive. 

La parabole-limite a pour équation, en conservant le dou- 
ble signe du radical, 







OU encoro 



6i« 



^ {^"- - 1\--) - j7^ ± a> yÇ. 



Nous ne savons pas encore avec quel signe il faut prendre 
le radical; mais si nous faisons x=R, nous devons avoir 
pour z une valeur positive; c'est donc le signe inférieur qu'il 

faut adopter. On obtient ainsi la hauteur 2 = DB = -l/— . 

S Y ^ 

ÉQUILIURE d'un MÉLANGE DE GAZ PESANTS. 

97. Les gaz ne se superposent pas comme les liquides, 
mais chacun remplit comme s'il était seul tout Tespace qui 
lui est ouvert, et les pressions s'ajoutent. 

Soit p = kf la relation entre la pression et la masse spéci- 
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fique d'un gaz pesant. L'équation de l'équilibre sera 



d'où Ton déduit 






k 
p=p^ 



Faisant 2— 2^=^, nous pourrons poser 



p = jJoC 



La masse spécifique p du gaz à la hauteur h sera ];> ou 

K 



^9h 

k 
Pffi 



Si nous admettons que n gaz soient mélangés, et que k^ fc', 
Jk*, ... soient les coefficients de ces différents gaz, p^,, \)\^ 
p"^, ... leurs pressions individuelles au point 2^, la pression 
totale sera 

p» +iV +p/ 4- • . . à la base de la colonne gazeuse 

et 

k k' k* 

p^ + p/« -i- /'/« -♦-... à la hauteur A. 

La masse spécifique du premier gaz, considéré seul, sera 

_^ _ {jh 

k i k 

'-5 — r — à la hauteur h; celle du second, ^^ ., — ; celle du 

troisième, ij, — > etc. La proportion du mélange varie avec 

la hauteur : car les densités qui, à la base, sont égales aux 
quotients 

ï' V' 1?' 



• • 



iGO DISCUSSION DE L'ÉQUATION 

se trouvent respectivement multipliées, à la hauteur A, parles 

nombres inégaux 

k k' k^ 

c $ e » e , ... 

-Eh 

Plus le nombre k est petit, plus le nombre e ^ est petit 
lui-même. Or le nombre k est d'autant plus petit que le gax 

considéré est plus dense; en effet fc=i-- La diminution du 

9 
gaz est donc d'autant plus sensible qu'elle porte sur un gu 

plus lourd. 

On explique ainsi que certains gaz très lourds* Tacide car- 
bonique par exemple, se concentrent dans les points bas des 
enceintes où ils sont mélangés à Tair atmosphérique. 



SECOND CAS : Idx-hYdy-^ldzïiGR intégradle. 

98. Lorsque la fonction Xefx + Yefj/ + Zdx n'est pas une dif- 
férentielle exacte (g 83), Téquilibre du fluide est encore possi- 
ble si le facteur p rend intégrable Téquation 

(4) \dx 4- ^dy + Idi = 0. 

Nous avons reconnu que, pour qu'il en soit ainsi, on doit 
avoir identiquement 

» KS-£)+»(S-S)+'(2-S)=»- 

Par exemple, soit X=î/, Y = — x, Z=0. 
L'équation de condition est satisfaite par ces données, et 
par suite Téqual ion ydx — xcft/ =0 est intégrable. Le fadeur 

11 1 

d'intégrabilité est -5 ; , ou -^ , ou — , etc. Plus généra- 

X "T~ y •*' *^y 

lemcnt, Féqualion différentielle (4) est toujours intégrable 
si l'on a Z=0, et que X et Y ne contiennent pas %; car 
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elle se réduit alors à une équation difrércnticlle à deux varia- 
bles. 

99. La méthode généiale qu'on peut suivre pour intégrer 
réquation (4) consiste à traiter d'abord l'une des trois varia- 
Lies, 2, comme une constante, ce qui revient à faire dz = 0, 
et à intégrer Téquation à deux variables 

m 

X(Ix + Vf/// = 0. 

Cette équation est toujours inlégrable: soit U=C son inté- 
grale généiale, U étant une fonction connue des variables x 
et j, de In constante 2, et C une constante arbitraire. Nous 
aurons, en différcnlianl dans la môme hypothèse, 

équation qui ne doit différer de Téquation donnée que par un 

certain facteur X. 

On aura par conséquent 

rfU 

(Ix 

-r- = /Y, 

et le fadeur X sera une fonction connue des variables a; et j/ 
et du paramètre constant z. 

On passe de là à l'intégrale de l'équation donnée par la r«- 
r/«(ion rf^s constanfe^. Diflércntions l'équation U=C, en re- 
gardant x,y ciz comme variables, et C comme une fonction 
de 3; il viendra 

OU bien 

équation que l'on doit identifier à l'équalion donnée. Multi- 
plions celle-ci par X et retranchons ; il viendra pour déter- 
miner la fonction C l'équation 

dM .- dC 
-7- — /Z = -7-. 
€ii as 

IV. — Mf.C. OOLUG^COa. 11 
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11 semble que cette fonction s'obtiendrait par une quadn- 
ture, et qu'on aurait 

Mais ceci suppose que la fonction sous le signe / ne contient 
pas d'autres variables que z. 11 faudrait donc qu'on eût à b 
fois 

</*U _ d{}l) _ d(;X) __ rf(iZ) _ ^ 
dzdx dz ds dx 

et 



rf»U 



_ ilj^ ^ rf(iY) _ d(m ^ ^ 



didy dy dz dy 

Or, comme on a -^ — = — ^-^, puisque X(Xdx -4- Ydx) est la 

différentielle de la fonction U, il s'ensuivrait que le facteur X 
rend inlt^grable non-seulement la fonction Xdx + Ydy, inab 
encore la fonction donnée Ydx + Ydij-hldz. La difficulté de 
déterminer ce facteur X est donc aussi grande que celle de 
trouver le facteur p. 

La méthode ne réussit donc pas toujours. Pour savoir si 
elle réussit, on tirera de l'équation U=C la valeur dexen . 
fonction de i/, 2 et C. On substituera cette valeur dans l'équa- 
tion différentielle 

c/U . ^ dc 

>Z = -T- , 

et la méthode aboutira si la variable y sort d'elle-même de 
l'équation finale. Alors on déterminera C en intégrant l'équa- 
tion différentielle, qui ne contiendra plus que les variables 
Cet a. 

Le résultat cherché peut être intéressant au point de vue 
analytique, mais, au point de vue physique, il est sans appH- 
cation. La densité p d'un fluide est, en général, ou constante 

ou fonction delà pression ; dans les deux cas, —est une (iif- 

P 

fércnliclle exacte, et, par suite, \dx-h Xdy-hZdzesi aussi une 
diflérenliclle, sans intervention d'aucun facteur fonction des 
coordonnées. 
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COIVDITIONS RELATIVES AUX UMITES, 



100. Les surfaces de niveau, dont l'équation différenlielle 



est 



\dx 4- Y</i/ 4- Ids = 0, 



u 



n'existent réellement que là où il y a continuité du fluide; 
elles deviennent fictives au delà des parois solides qui limi- 
tent l'espace occupé. La pression p conserve la même valeur 
flans loute l'étendue réelle de la surface de niveau, et la paroi 
doit, pour l'équilibre, exercer cette pression p par l'unité de 
surface au point où elle est en contact avec le fluide. L'équi- 
libre n'aurait donc pas lieu, si chaque point de la paroi n avait 
pas une résistance suffisante pour développer la pression p. 

iOi. Dans les vases communiquants^ un même plan hori- 
zontal peut correspondre à des pressions diflérentes, quand 
il traverse des liquides différents. 

Soit, par exemple, un tube recourbé PQR, dans lequel on a 
versé deux liquides pesants; 
l'un occupe Tespace compris 
entre le plan horizontal AB, 
dans la branche de gauche, et 
le plan horizontal CD, dans 

la branche de droite. L'autre --- y— f -/i/ f--^- 

est compris dans la branche 
de gauche entre les plans AB 
et EF. Appelons n le poids 
spécifique du premier liquide, 

n' le poids spécifique du second. Toute surface de niveau MN, 
qui traverse un même liquide, est partout soumise à la 
même pression par Tunité de surface. Appelons Zo^z, z^, 2,, 
les cotes de hauteur des plans MN, AB, EF, CD, au-dessus 
d'un plan horizontal de co!^paraison ZZ'. Si nous prenons la 
pression en un point de la surface MN, considérée comme ap- 
partenant à la branche U, nous aurons pour celte pression 




D 



■ I i«» 
._YÏ_±_ 



r 
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II(:;^ — s«), abslrochon faite de la pression atmosphérique; 
considéré comme appartenant à la branche P, le même point 
est soumis à la pression U'{s^ — z)-hUlz — «.), abstraction 
faite encore de la pression atmosphérique qui s*exerce enEF. 
Ces deux pressions sont égales, puisque le plan MN est une 
surface de niveau. Donc 

n :. — :. = n : — :, -h II' :, — c., 

d'où Ton déduit 

n t^ — z =n 5| — 5", 

c'est-à-dire que les hauteurs des surfaces libres, dans les deux 
tubes^ au-dessus de la surface de séparation AB, sont récipro- 
quement proportionnelles aux poids spécifiques des liquides. 

Un plan horizontal, qui traverse à la (ois le liquide A6EF 
et le liquide CDfrd, est, dans chacun de ces tubes, une surface 
de niveau ; mais les pressions ne sont pas les mômes dans les 
tulles. En général, pour passer d'un point pris dans un liquide 
à un point pris dans un autre, il faut joindre ces deux points 
par un trait continu, qui reste plongé dans le liquide sur 
toute sa longueur, puis faire Tintégration de l'équation 

le long de ce fil conducteur, en ayant soin de changer la va- 
leur de la densité p toutes les fois qu'on quitte un liquide pour 
enirer dans un autre. 

10*2. On peut par celle considération retrouver les condi- 
tions d'inlégrabililé de la fonction p(\(lx-hYdy -hZdz). Cette 
fonction devient toujours integrable quand on la prend le 
long d'une ligne continue quelconque ACB, tracée entre deux 

poinls A et H ; cir alors j/ et s sont dos 
i'oiiclions de Jt', et la fonction donnée 
? ne dépend plus que d'une variable 
unique. On obtiendra, en suivant cette 
p. ...» courbe ACB , une certaine valeur, 

P — P'y po^'* 1^ différence des pressions 
en A et en 6. Mais on doit trouver la même valeur en suivant 
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loutc autre ligne AC'B, aboulissanl aux mûmes cxtrc^milés; s'il 
en est ainsi, les pressions p et p' aux points A et B ne dépen- 
dent que des coordonnées de ces points, et non du chemin 
suivi pour aller d'un point à Tautre. Les conditions d'inté- 
grabilité se réduisent donc à exprimer que l'intégrale 



Çpi\(!x-^Mdy-\-l(Iz), 



prise entre deux poinls fixes le long d'une ligne continue joi- 
gnant ces deux points, ne varie pas quand on altère infini- 
ment peu le tracé de celle ligne; en employant la notalion du 
calcul des varialîons, on devra poser 

^ Cp\dx-\-\(hj-\-ïfh]=0; 

X e>t la variable indépendante, y et ;5 sont des fondions de x. On 
pourrait ne pas faire varier la différentielle dx; mais il est 
préférable d'admettre une variafion pour dx comme pour dij 
et dz : on conserve ainsi plus de symétrie au calcul. 
On aura, en faisant les opérations, 

/ [p\(lx + ,':\(ly ^ pZch) = C^[f\)dx -f fs[p\](!y -f C3{pZ)dz 

4- Çp\odx -\- ÇpYody 4- Çplodz, 

L'intégration -par parties permet de séparer les caractéristi- 
ques § et d : on a, en effet, 

1 p\r.dx = I pXdix = p\ox — j GXd[c\], 

et ainsi des deux autres sommes. 
il vient donc 

^ii> - p'] = p\Sx -h p\oy -h pZSi + Ç[^['.\]dx-^Sxd!p\)] 

+ J[i[p\)dy - oyd(pS^] + f[3(pl)dz - o'.u'(.Z)]. • 

Les termes en dehors des signes / sont nuls aux limites, 
puisque les points A et B, entre lesquels on fait Tintégrutioii, 
sont fixes. 
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On a 

et par conséquent 

avec des équations semblables pour 8(pY) et (/(pY), c(pZ) et 
Donc enfin 

Il vient en réduisant 

Kgalant à zéro les fonctions qui muliplient les indéterminées 
5x, cj/, c2, on retrouve les conditions connues 

d[p\)^dj^p\)^ d[pS)^d{pT) dJpT, ^ dJpX) ^ 

dy dx di dy * dx di 



PRESSION d\n fluide SUR UNE PAROI. 



103. Pour trouver la pression exercée par un fluide en équi- 
libre sur une portion de paroi terminée à un contour fermé, 
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on partage Taire de ce contour en éléments de surface infini- 
ment petits. On connaît pour chacun de ces éléments la pres- 
sion par unité de surface p qui s^exerce normalement à son 
plan; le problème est donc ramené à composer et à réduire à 
leur moindre nombre les forces infiniment petites pdco, appli- 
quées à chacun de ces éléments, et connues de grandeur et de 
position. Si, par exemple, la surface pressée est une surface 
sphérique, toutes les pressions élémentaires passent par le 
centre de la sphère, et se composent en une force unique. 

Lorsque la paroi donnée est plane, toutes les forces pdtù 
sont parallèles et ont une résultante unique. Le point de pas- 
sage de cette résultante s'appelle le centre dépression du con 
tour donné. En général, on restreint le sens de cette expres- 
sion au cas où le fluide considéré est un liquide pesant, 
homogène, et où l'on fait abstraction de la pression atmosphé- 
rique. Alors le centre de pression est un point bien déler- 
miné, qui dépend seulement de la forme et de la position de 
Taire pressée. 

La recherche du centre de pression ainsi défini se ramène 
à la recherche du centre de gravité d'un volume homogène. 
Soit AB la surface libre du liquide, qu'on sait être un plan 
horizontal , CD une portion 
de paroi plane. Prenons 
dans cette portion de paroi 
un élément de surface infi- 
niment petit m ; la pression 
subie par cet élément, rap- 
portée à Tunité de surface, 
est représentée, abstraction 
faite de la pression atmo- 
sphérique, par la hauteur mp de la surface libre au-dessus 
du point m. Elle est dirigée suivant la normale mp' à Télé- 
ment. Elle est donc égale au poids d'une colonne liquide mp', 
qui aurait pour base Télément rfw, et pour hauteur une hau- 
teur m;/ égale à mp et reportée sur la normale à la paroi ; ima- 
ginons qu'on opère de même pour tous les éléments de Taire 




Fig. 
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donnée : on obtiendra un cylindre tronqué, C&d'H^ qui aura 
pour base le contour donné et pour hauteur en chnque point 
la distance de ce point à la surface libre. Les extrémités de 
toutes les colonnes ainsi obtenues seront situées dans un 
même plan <fd'y passant par la droite Â, suivant laquelle le 
plan de la paroi coupe la surface libre. 

La pression totale P est égcle au poids de ce cylindre liquide, 
et elle passe par son centre de gravité G; on obtiendra doncle 
centre de pression de Taire donnée en projetant le point G 
sur le pion de la paroi. 

On remarquera que, dans la drformation des colonnes ver- 
ticales mpy qui deviennent les C( lonnes normales à la paroi 
177]/, les volumes de ces colonnes sont multiplies tous par un 

même nombre, » a étant Tangle dont on fait tourner 

cos a ^ 

les droit s verticales pour les i endre normales, c'est-à-dire 
l'angle du plan de h paroi avec l'horizon. Le centre de gravité 
du cylindre déformé s'obtiendra de même en faisant tourner 
de l'angle a la droite verticale O9, passant par le ce ntre de 
gravité du cylindre primitif CaiD. Le centre de pression est 
donc aussi le pied de la verticale abaissée sur la paroi du centre 
de gravité g du cylindre à arêtes verticales CcdD. La première 
conslruclion est préférable à la seconde, parce qu'elle fait 
connaître dans tous les cas le point cherché, tandis que la 
seconde ne le définit plus lorsque la paroi est verticale. 
104. Exemples. — Paroi rect angulaire^ dont un côté est di- 
rigé suivant la ligne horizon- 
tale A; le côté opposé occupe 
la position D ; les deux côtés 
latéraux sont dirigés suivant 
des lignes de plus grande pente 
de la paroi. 

Le cylindre tronqué s'obtien- 
dra en prenant sur I)rf', normale 
à la paroi au point D, une longueur Dd' = Dd, et en menant 
le plan Ad'. On obtient ainsi un prisme droit, ayant pour 
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base le triangle ADd' et pour haulcur la largeur du rectangle. 
Soit AD = a; l'autre dimension du reclangle sera représen- 
tée par fr. Nous aurons Dc(=asina; l'aire du triangle AD(/' 
est égale à [a'sina, et le volume du prisme est *a*6sin2. 
Soit n le poids spécifique du liquide : on aura pour la pres- 
sion totale 

P — a i^^sinx. 

Le point 6, centre de gravité du prisme, est dans son plan 
vertical moyen aux deux tiers, à partir de l'arête A, de la 
droite AL qui joint le milieu de celte arôte au centre de gra- 
vité de la base projetée en dd'. Donc le centre de pression 
est sur la ligne médiane du rec- 
tangle, aux deux tiers de la di- — i... J. _ 
mension AD à partir du point A. \" i^J / 

105. Triangle (lig. 55) ayant sa (, { ; / ' 

base horizontale fr projetée on D, et r/ u 

son sommet au point A, sur la pj^ 

surface libre. 

Le cylindre tronqué devient une pyramide quadrangulaiic, 
ayant son sommet en X et sa base projetée en Dd'. 

Le poids de cette pyramide sera 



•o' -^• 



ou bien 



o 



^a^b^ïiix = P. 

ù 



Le centre de gravité G est aux trois quarts de la droite menée 
du sommet A au centre de gravité 1 de la base opposée. Le 
point est donc sur la médiane 
aboutissant uu point D, et aux trois 
quarts de cette médiane à partir 
du point A. 

106. Triangle (fîg. 56) ayant sa 
base AA' dans la surface libre et Fig. ss. 

son sommet en D. 

Du point D élevons sur le plan DAA' la perpendiculaire 
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dd'y égale à la distance du point D à la surface libre. Le 
cylindre tronqué sera la pyramide triangulaire AA'd'D. 

Si B est la surrace du triangle ADA' et h la distance du som- 
met D au plan d'eau, le volume de la pyramide est \ Bh, et 
par suite 

Le centre de gravité G de la pyramide est au milieu de la 
droite ir, qui joint les milieux des arêles opposées AA', M. 
Projetant sur le plan delà paroi la droite \l\ on obtient h 
médiane ID du triangle, et le centre de pression en occupe 
le milieu. 
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107. Soit MN la ligne d*eau, intersection du plan de la 
paroi avec la surface libre du liquide; 

Soit AB le contour donné dans le plan de la paroi; G son 

centre de gravité. Nous mènerons 
par ce point, dans le plan de la pa- 
roi , la ligne horizontale GX et la 
ligne de plus grande pente G¥, qui 
coupe la première à angle droit, el 
~x nous rapporterons les divers points 
R de la section à ces deux droites 
prises pour axes coordonnés; nous 
aurons GP = a:, PR=i/. 
La distance GY de la ligne d'eau au centre de gravité est 
connue cl égale à a. 

On connaît aussi le poids n de l'unité de volume du liquide, 
et Tangle a que le plan de la paroi fait avec l'horizon. 

Nous décomposerons Taire donnée en rectangles infiniment 
petits par des parallèles aux axes ; Taire d'un rectangle R sen 
dxdy ; elle supporte par unité de surface une pression égale 
à n/i, h étant la distance du point R à la surface libre; or 
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/i =1 RS X sin a et RS est égal à a — y. Donc enfin la pression 
élémentaire subie par le rectangle infiniment petit R a pour 
expression 

U{n — y)sinxtixdy. 

Pour trouver la pression toiale P, on fera la somme de tous 
ces éléments, étendue à toute Taire donnée; ce que nous ex- 
primerons par l'équation 



p = / / n sin 3 (a — ff dxtlij. 



Pour avoir le point d'application de cette résultante P, 
prenons les moments par rapport aux axes GX, GY ; appelons 
x, et y^ les coordonnées du point 0. Nous aurons 

Px, = / I nsïn a [a ^y)x(lxdyt 
^Vt =j f n sin a (a — y,ydxdy. 

Les facteurs n et sinx, communs à tous les éléments, sor- 
tent du signe //, et l'on a 

p = nsina / / (^ ~ y^ ^^^y = nsina ( ail dxdy —Il ydxdy ) , 
Px, = nsiiia / / (rt — î/jj-é/jrr/*/- llsiiiaf a 1 I xdxdy ^ I l xydxdyU 
Vji — Ilsina / / (a — y)ydxdy — Usinai a j l ydxdy ^ l l y^dxdyj. 

La double somme ffdxdij représente Taire totale AB. Nous 
la représenterons par Û. 

Les deux sommes ff ydxdy, ffxdxdy sont les sommes al- 
gébriques des moments des éléments infiniment petits de 
Taire totale par rapport aux axes GX et GY, qui passent par le 
centre de gravité G de celte aire ; ces sommes sont donc nulles 
toutes deux. 11 reste la double somme ffxydxdy et la double 
somme ffy^dxdy ; celle-ci peut être définie, par analogie avec 
les définitions de la dynamique des corps solides, le moment 



172 CENTRE DE PRESSION 

d'inertie I de Faire AB par rapport à l'horizontale CX, menée par 
son centre de gravité (If, § 205). Les cquutiuiis simplifiées pren- 
nent la forme suivante : 

P = IIsinflcXaû. 
Pxi = Usina I I xydxdy, 
pyj = — nsinaXl. 

La première équation montre que la pression moyennCi 

p 

-, est égale à la pression par unité de surface au centre de 

gravité, nxasina. 

La double somme ff xydxdy est nulle quand la section est 
symétrique par rapport à une ligne de plus grande pente de 
son plan. En effet, les éléments de l'aire se groupent alors 
symétriquement deux à deux, et les éléments correspon- 
dants, xydxdy, de la somme se détruisent, parce que les pro- 
duits ydxdy sont les mêmes, les x étant égaux en valeur ab- 
solue et de signes contraires. On peut remarquer que la même 
somme serait encore nulle, si la symétrie de la section existait 
par rapport à l'horizontale GX. 

108. Les coordonnées y^ et x^ définissent un point dont 
la position est indépendante des facteurs n et sina. Remar- 
quons que le moment d'inertie I, produit de quatre dimen- 
sions linéaiies, peut s'exprimer par le produit ûK', de la sec- 
lion Q par le carré d'une longueur K. Cette longueur K est le 
rayon de yiration de la section par rapport à l'axe GX, et, en 
divisant la troisième équation parla première, il vient 

- — -L — — !i!. 

^* " ail — a ' 

Par le point 0, nv.nons l'horizontale 00'; la distance GC 
sera égale à — î/p et, par suite, le produit GO'xGY sera 
constant et égal à K*. On retrouve la relation qui lie, dans le 
pendule composé, les distances de Taxe d'oscillation et de 
l'axe de suspension au centre de gravité (lll, g 266). Si l'on 
suppose que la section AB soit pesante, et que son poids soit 
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unirorinùmoiit réparti par unité de surface, YO' sera la lon- 
gueur du pendule simple synchrone au pendule composé, 
qu*on obtiendrait en faisant osciller cette seclion autour de la 
droite horizontale MN. 

101>. On peut ajouter que /d centre de pression est, pour la 
section massive AB, le centre de percussion conjugué de la ligne 
d'eau MN. 

Soit p la masse de la section AB par unité de surface. Cher- 
chons directement en quel point une percussion normale Q 
doit être appliquée à la seclion massive, supposée en repos, 
pour que le mouvement initial soit une rotation autour de 
MN. Appelons x^ et y^ les coordonnées de ce point. 

La vitesse de translation imprimée au centre de gravité sera 

égale à — p:. La rotation autour du centre de gravité doit s'opé- 

rer autour d'une droite GX, parallèle à MN; la vitesse angu- 
laire aura une valeur w telle, que la droite MN reste immobile» 
en vertu de la coexistence des deux mouvements; pour cela, 
il faut et il suffit que Ton ait 

Or le théorème des moments des quantités de mouve:nent, 
appliqué à lu force instantanée Q, donne 

On en déduit flj/j = — K', Tune des relations qu'il s'agissait 
de vérifier. 

11 reste à retrouver la valeur de x. Appliquons le théorème 
de D'Alembert étendu aux forces instantanées, et exprimons 
que le moment de la pression Qj/j par rapport à la droite GY 
est égal à la somme des moments des quantités do mouve- 
ments finales par rapport à la même droite, f^a quantité de 
mouvement de Télémenl de surface R est prfjrrft/ x (a* x RS) 
ou pdxdijXu)(a — j/); son moment par rapport à Taxe GY 
est po) x(a — y) dxdy. 
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La somme (le tous ces moments est donc 



/ / /5wx [a — y) dxdy = pta ( j j azdxdy — / / xydxdy \ 

= — /B« / / J^jdxdy, 



somme qui doit ôtre égale à Qx. 
On en déduit 



X, = 



— p» f j xydxdy 1 j xydxdy 



U iïa 

équation qui s'accorde avec les équations 

Pxi = — Dsina j I xydxdy 

et 

P = IlsillaX«Û. 

TRAVAIL DES PRESSIONS EXERCÉES PAR UNE MASSE GAZEUSE SUft 

UNE ENVELOPPE QUI SE DÉFORME. 

110. Soit AB une enveloppe mobile et déformable, entourée 
de tous côtés par un fluide non pesant, et supportant en tous 
points la pression p par unité de suiface. 

L'enveloppe reçoit un déplacement infiniment petit, accom- 
pagné d'une déformalion qui la fait passer de la position AB à 

^, la position infiniment voisine A'B'. On 

-;;:-l'-^^ demande le travail des pressions nor- 

// Bj j maies qui s'exercent sur tous ses élé- 

J U' y/ 






inents de surface. 

Soit M un élément ayant une sur- 
'** face c/w; la pression sur cet élément 

sera prfw, et elle aura la direction nor- 
male MP. Dans la déformation de l'enveloppe, rélément M 
passe en M'; le point d'application de la pression décrit 
un chemin MM', qui se projelte en MN sur la direction 
de la force : le travail élémentaire est pdtù x MN ou 
p X (MN X diù) ; or MNx (/w est le volume décrit par l'aire (/<# 
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dans son déplacement MM'. Ce produit doit 6(re pris avec 
le signe -+- ou le signe —, suivant que le travail corres- 
pondant est positif ou négatif. 

Faisons la somme algébrique deloutesces quantités; il 
tiendra pour le travail total le produit de la pression p par 
le volume compris entre les deux positions successives de 
l'enveloppe ; soit donc V le volume primitif AB; Y-hdV le 
volume A'B'; le travail sera — pdV, si la pression]} s'exerce 
extérieurement à l'enveloppe, et 4-pJY, si elle s'exerce inté- 
rieurement. 

Le déplacement de l'enveloppe sans déformation n'en- 
traîne aucun travail des pressions. La déformation elle- 
même n'en produit aucun quand il n'y a pas changement 
de volume. 

111. Si, au lieu d'un changement de volume infiniment 
petit, Tenveloppe subit un changement de volume fini, le tra- 
vail des pressions s'obtiendra par l'intégral ion de diprfV, en 
prenant le signe -+■ quand la pression est inlérieure, et le signe 
— dans le cas contraire. 

Supposons, par exemple, qu'il s'agisse d'une masse ga- 
zeuse à température constante, et à laquelle la loi de Ma- 
riolte soit applicable : elle se dilate d'un volume Y à un vo- 
lume V'. Le travail des pressions exercées par cette masse 
sur les parois mobiles qui l'entourent sera exprimé par l'inté- 



grale i pd\. 



Donc 



Mais la loi de Mariotte donne 



pds = ^^ dy 



et 



-— = y^oVolognêp Y = /^oVolognép '^,« 



Il est essentiel de noter que ce résultat suppose la constance 
de la température; et, comme l'expansion d'un gaz ne peut se 
faire sans une perte de sa chaleur propre, il est nécessaire. 
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pour que la formule soit csuicte, que l'on fournisse au gaz 
(le la chaleur à mesure qu'il se détend. 



SrUFACE FERMÉE CMFORMÉMEXr PRESSÉE SDR TOUS SES ÉLÊSIEXTS. 

m. Les pressions exercées sur la surface extérieure dm 
corps solide de dimensions finies par un fluide non pesant qui 
enveloppe ce corps de tous côlés^ se font équilibre. On peut dé- 
montrer ce théorème de plusieurs manières : 

1* Supposons d'abord que le corps ait la forme d'un té- 
Iraédre; chaque face supporte une pression égale à {Ha, « 
étant Taire de la face considérée, et comme les pressions 
sont uniformément réparties, le point d'application de la ré- 
sultante p(i> est le centre de gravité de cette face. Les pressions 
se réduisent donc à quatre forces, normales aux faces, propor- 
tionnelles à leurs aires respectives, et appliquées à leurs cen- 
tres de gravité. Nous avons déinonirô (11, § 231 ) que ces quatre 
lorces se font équilibre. Le théorème démontré pour un té- 
traèdre s'étend sans diniculté à un polyèdre quelconque, et 
ensuite à un corps de forme quelconque, qu^on peut toujours 
considérer comme un polyèdre ayant un nombre infini de 
faces infiniment petites. 

2" On peul aussi le démontrer directement. Considérons sur 
la surface du corps un èlôment de surface infiniment petit du, 
et soient a, jx et v les angles que fait la normale à cet élément 
avec trois axes rectangulaires OX, OY, OZ. La pression péè 
qui s'exerce sur lèlèmenl peut se décomposer en trois forces 
parallèles aux axes, et égales à ;)(J(i)C0sa, prfu) cos (jl, pdwcosv. 
Projetons rélèmonl dw sur les plans coordonnés. Le cylindre 
projetant parallèle à Taxe OX rencontrera une seconde fois 
la surface extérieure du corps suivant un contour dw', dont 
la normale fera avec Taxe OX un angle //, et Ion aura rfw'cos a 
=da)C0sX. La composante jk/wcosX, parallèle à TtixcOX, est 
donc égale à la composante pdw'cosX'; elles sont de plus diri- 
gées en sens contraires, car Tune et Taulre tendent vers Tin- 
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léricur du corps. Si, au lieu de rencontrer deux fois seule- 
ment la surface du corps» le cylindre projetant la rencontrait 
un plus grand nombre de fois, ce serait toujours en nombre 
pair, et les faces d'entrée pourraient toujours se grouper avec 
les faces de sorlie. En définitive, chaque composante pdcocosX 
csl détruite par une composante égale et opposée, et par suite 
Féquilibre a lieu. 

5"* Enfin, on peut appliquer le théorème du travail virtuel. 
Imprimons un déplacement quelconque infiniment petit au 
Goi*ps solide; le travail de la pression est représenté en géné- 
ral par — poV, puisque la pression est extérieure (§ Hl). Or ici 
SY=0, car le corps est un solide invariable. La somme des 
travaux virtuels est nulle, et Téquilibre est par conséquent 
vérifié. 

TUÉOltÈME D*ARCHnièDE. 

113. Imaginons, au sein d^un fluide en équilibre sous l'ac- 
tion de forces données, une enveloppe fermée qui entoure de 
toutes parts une certaine masse fluide. Cette masse étant en 
équilibre, il y a équilibre entre les forces extérieures qui 
y sont directement appliquées et les pressions développées 
sur toute la surface de Tenveloppe. Si donc on remplace la 
masse contenue dans l'enveloppe fluide par un corps solide 
de même forme, et sollicité par les mêmes forces, l'équilibre 
aura encore lieu. Le théorème d'Archimède est une appli- 
cation de celle remarque aux corps solides plongés dans un 
liquide ou dans un gaz pesant. 

Dans ce cas particulier, les forces extérieures qui sollici- 
tent le fluide conlenu dans l'enveloppe se réduisent à la 
pesanteur. Elles ont une résultante verticale, égale au 
poids du fluide., et appliquée en son centre de gravité. Les 
pressions développées sur la surface de Tenveloppe ont donc 
aussi une résultante verticale, égale au poids du fluide, ap- 
pliquée en son centre de gravité, mais dirigée de bas en haut. 
Le corps solide plongé dans le fluide, où il occupe la place de 

IT. — HfC. OOLUCKOV. 12 
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l'enveloppe, est ainsi soumis à deux forces verticales : son 
poids, dirigé de haut en bas et appliqué en son ceulre de 
gravité, et la résultante des pressions, dirigée de bas en haut, 
égale au poids du fluide déplacé par le corps, et appliquée au 
centre de gravité de ce fluide. Le corps sera en équilibre si 
ces deux forces sont égales et directement opposées, et Ton 
parvient au théorème suivant : 

Un corps solide, plongé dans un fluide pesant en équilibre, est 
en équilibre lorsque son poids est égal au poids du flmde dé- 
placé, et lorsque le centre de gravité du corps solide et celui de 
la masse fluide qu'il déplace sont sur une même verticale. 

Cet énoncé suppose le corps entièrement plongé dans le 
fluide. Lorsqu'une parlie re^te en dehors, comme cela a lieu, 
par exemple, pour un corps flottant à la surface libre d'un li- 
quide en repos, il faut, en outre, que le liquide baigne sur tout 
leur périmètre les sections horizontales de la partie plongée. 
S'il en est ainsi, les composantes horizontales des pressions 
se détruisent deux à deux, tandis que les composantes ver- 
ticales seules donnent lieu à une différence toujours dirigée 
de bas en haut, et égale au poids du liquide occupé par 
chaque élément de volume immergé. 

On peul donc exprimer le théorème de la manière suivante : 
Tout corps solide, plongé en tout ou en partie dans un liquide 
pesant en équilibre, reçoit de ce liquide une poussée verticale, 
dirigée de bas en haut, égale au poids du liquide déplacé, et ap- 
pliquée au centre de gravité de ce liquide; c'est cette poussée 
de bas on haut à laquelle on donne quelquefois le nom im- 
propre de perte de poids. 

Lorsque les sections horizonlalcs d'un corps solide, en partie 
plongé dans un liquide, ne sont pas baignées sur tout leur 
pourtour, la surface mouillée du solide devient une paroi la- 
térale pour le liquide, et lénoncé du théorème d'Archiaiède 
ne s'y applique plus. 
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ÉQUIUBRC D*U.N PHISME DIIOIT FLOTTANT. 



! i i. Soit ABC la scclion droite d'un prisme droit homogcne 
qui llolte à la surface d'un liquide en repos; ce prisme pourra 
avoir différentes positions d'équilibre; dans toutes, le ccnlrc 
de gravité du corps et le centre de gravité du liquide déplacé 
doivent être placés sur la même verlicaîe, et le poiJs du corps 
doit être égal au poids du liquide déplacé. 

On peut satisfaire de plusieurs manières à la première con- 
dition : 1^ En posant horizontalement les arêtes latérales du 
prisme, et en le faisant tourner jusqu'à ce que les deux cen- 
tres de gravité soient sur la même verticale; on y arrivera 
toujours, caria position horizontale des arêtes amène le centre 
de gravité de la partie plongée dans le plan moyen du prisme 
qui contient le centre de gravité de ce corps ; 

2* En posant le prisme verticalement. Les deux centres de 
gravité sont alors sur la verticale qui joint les centres de gra- 
vité des bases. 

Nous nous occuperons seulement de la première solution, 
la seconde ne présentant point d'intérêt. Celle première solu- 
tion se décompose d'ailleurs en deux 
autres, suivant que le prisme a un 
seul sommet ou deux sommets im- 
mergés. Les deux cas peuvent se trai- 
ter par la même équation. Nous com- 
mencerons par le premier. 

I. Soit ACB une position d*équi- 
libre; le prisme plonge jusqu'à la 
ligne DE. Le centre de gravité du 
prisme est au point G, aux deux tiers 
de la ligne AI qui joint le sommet A au 
milieu du côté opposé BC. Le centre 
de gravité de la partie plongée est au point II, aux deux tiers 
de la ligne AK qui joint le même sommet au milieu de la 
droite DE. L'équilibre exige 




Fig. 59. 



ISO ÉOnUBRE 

1* Que la droite DII soit verticale; 

ABC 
2* Que le rapport des sections jr-p soit égal au rapport in- 

verse des poids spécifiques du prisme et du liquide. Appelons 
n le poids spécifique du prisme, et D' celui du liquide; on 
devra avoir la relation 

APC _w 

Le triangle ABC est donné; soit AB=c, AC:=6 les deux côtés 
qui comprennent Tangle A ; pour définir le triangle ADE, nous 
ferons AD=x, AE=y. Les deux triangles, ayant un aogk 
égal A, sont entre eux comme les produits des côtés qui com- 
prennent cet angle. Donc 

U s'agit d'exprimer que la droite CD est verticale; or elle est 
parallèle à IK; la droite IK est donc verticale, et par suite 
perpendiculaire sur la droile DE; et comme K est le milieu 
de DE, le point 1 est à égale distance des points D et E. 

Appelons p la longueur de la médiane AI du triangle ADC, 
et soient J=IAC, y=1AB, les angles qu'elle fait avec les cô- 
tés. Les triangles DIA, EIA, nous donnent les relations : 

DÎ* r 3 j« -I- ;;« — 2/>XCOS,3, 

il} -^y'-h ;>* — ^pyco&y, 

et la seconde condilion s'exprime par l'équation 

(2; X* — y^ — 5/>x cos 9 -|- 2pyco^'/ = 0. 

Les deux équations (1) et (2) permettent de trouver les in- 
connues X et y. En les considérant comme les abscisses et les 
ordonnées de deux courbes, les valeurs cherchées sont fou^ 
nies par les inlerseclions de deux hyperboles, ce qui conduit 
au plus à quatre solutions. 

On peut éliminer y entre les équations (1) et (2); on tire de 
la première 

ïlbc 
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Cl substituant dans la seconde, 

ou, en multiplant par n'*x% 

Celle équation, étant de degré pair et ayant son dernier terme 
négatif, a au moins deux racines réelles, Tune positive, Tau- 
Ire négative. La règle des signes de Descartes nous apprend 
qu'elle ne peut avoir plus de trois ra- 
cines positives, ce que nous savions 
icjà, et en changeant x en — x, plus 
l'une racine négative. Mais elle peut 
îvoir deux racines imaginaires. En- 
fin, les racines réelles ne conduisent 
pas toujours à une solution admis- 
sible, car il faut qu'on ail x<6 et 
y<;c. En résumé, il peut y avoir 
pour le problème trois solutions ou 
une seule; il est certain qu'il y en p.. q^ 

1 une au moins toutes les fois que 

[KCU', condition nécessaire pour que le prisme puisse (lolter. 

H. Supposons en second lieu que le triangle ABC ait deux 

sommets plongés (fig. 60). Il faudra qu'on ait la proportion 

APC _ II' 
DEÇU " U ' 

mais elle revient à celle ci 

A ne n' 




A DE" u' — II 

L'autre condition d'équilibre exige que le centre de gravité 
& du triangle total, et le cenlre de gravité L du trapèze plongé 
DECB, soient sur la même verticale. Or soit U le centre de 
gravité du triangle qui émerge hors du liquide. Le centre de 
gravité G s'obtiendra en composant les poids du triangle ADE 
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et du tropèzc DECB, appliqués respecii veinent aux points 11 
et L. Donc le point II est situé sur la droite GL, et la condition 
d*équilibre est encore que la droite GL soit perpendiculaire i 
DE, ou qu'on aitDI=lD. 

L'équation (2) subsiste donc comme dans le premier cas : 
Téquation (1) est seule modifiée, et la modification se résume 
dans le changement de II en n' — II. 

On aura donc encore au plus trois solutions correspon- 
dantes à cette disposition de la figure. 

Ce que nous avons fuit pour le sommet A, nous pou- 
vons le fuire pour chacun des sommets B et C; à six solutions 
au plus pour chacun, cela fait en tout dix-huit positions 
d'équilibre. 

Mais ces solutions peuvent n'être pas toutes admissibles. 
Le nombre minimum de solutions est égal à six, chaque 
sommet étant alternativement seul plongé et seul hors de 
Teau; de ces six positions, trois correspondent à un équilibre 
stable, et trois à un équilibre instable; elles alternent dans 
Tordre où on les obtient en faisant tourner successivement le 
prisme à li surface de l'eau. Car entre deux positions stables 
consécutives, positions auxquelles le prisme tend à revenir 
quand on Yen dérange, il y a nécessnirement une position 
(réquilibre inslable, celle où le prisme subit des tendances 
égales et contraires vers les doux positions stables voisines 
Le nombre des snlulions est donc nécessairement pair, au- 
trement celle alleinancc entraînerait la stabilité et Tinslabi- 
lilé de Téquilibre pour une même position; ce qui indiqueitiil 
un équilibre indilïénnt. 



STABILITÉ DE l'ÉQUILIDIU: DES UQUIDES SUPERPOSÉS. 

115. L'équilibre des liquides pesants superposés exige que 
les surfaces de séparation soient dos plans horizontaux; pour 
que cet équilibre soit slable, il faut que les liquides Icspto 
denses soient au-dessous des liquides les plus légers. 
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En effet, troublons infiniment peu Téquilibre, en allérant 
les surfaces de séparation ou en faisant pénétrer do petites 
[ïîa*Nses de l'un des liquides dans l'espace occupé parleliquide 
voisin; pour fixer les idées, nous supposerons que l'on fasse 
înfrer une portion du liquide supérieur dans l'espace occupé 
par le liquide inférieur. Si la densité du premier liquide est 
moindre que celle du second, la poussée du second liquide 
5ur la masse étrangt^re qui y aura pénétré, sera plus grande 
ç|ue le poids de cette masse, et la résultante de ces deux forces 
tendra à ramener la masse étrangère au-dessus du liquide 
inférieur, c'est-à-dire à rélablir la superposition telle qu'elle 
existait primitivement. Si, au conlraire, la densité du liquide 
supérieur était plus grande que celle du liquide inférieur, la 
masse empruntée au premier liquide traverserait le second, 
et Téquilibre ne se rétablirait pas. 

Si l'on introduit dans une fiole fermée plusieurs liquides 
insolubles les uns dans les autres, et qu'après avoir agité la 
fiole, on la laisse reposer, les liquides se séparent au bout 
d'un temps plus ou moins long et se rangent, de haut en 
bas, dans l'ordre croissant des densités. 



STABILITÉ DE l'ÉQUIIIDRE DES COHPS PLONGÉS DAN:S 

UN LIQUIDE PESANT 

110. Quand un corps solide pesant est en équilibre au sein 
d'un fluide pesant en repos, le poids du corps est égal au poids 
du fluide déplacé, et les contres de gravité du corps solide et 
du volume fluide qu'il déplace sont situés sur la môme verti- 
cale. Ces conditions suffisent pour l'équilibre. Pour que l'équi- 
libre soit stable, il faut de plus que le centre de gravité du 
corps solide soit plus bas que le centre de gravité du fluide 
déplacé, dérangeons infiniment peu le corps de sa position 
d'équilibre, de manière à incliner la droite qui joint les 
deux centres de gravité. La poussée du liquide et le poids du 
corps formeront alors un couple, qui tendra à ramener le 
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corps dans sa silualion piimilivc si le point d'application de 
la poussée est au-dessus du point d'application du poids, et 
qui, dans le cas conirairc, tendra à faire chavirer le corps. 
L'équilibre est d'ailleurs indilférent à tout déplacement do 
corps qui n'altère pas le parallélisme de la droite joignant les 
deux centres de gravité. Si les deux centres coïncident, l'équi- 
libre est complètement indifiércnt, et le corps solide peut, 
dans toutes ses positions, tenir lieu d'un volume é^al de 
liquide. 

STABILITÉ DE l'ÉCUILIDCE DES CORPS FL0TTAKT8. 



m n 



117. Avant d'étudier la question des corps flottants, nous 
résoudrons quelques problèmes préliminaires. 

1"^ Un solide pesant étant entièrement plongé dans un liquide 
pesa7it en repos, quel est le travail de la pesanteur et des près* 
sions, lorsqu'on déplace le solide eii le maiiitenant toujours en- 
tièrement plongé? 

Soit A le corps dans sa position primitive, au sein d'un 
liquide dont la surface libre est MN ; soit G le centre de gra- 
vité du corps, le centre e gravité du liquide déplacé, que 

nous appellerons le centre de pous- 
sée. Soient enfin P le poids du corps, 
qu'on peut supposer appliqué en G, 
et P' la poussée du liquide, appli- 
quée en 0. 

Soit A' la seconde position du 
corps; G' et 0' sont les positions 
prises par les points G et 0. 

Le travail du poids du corps sera 
mesuré par le produit du poids P 
par la quantité vei licale dont s'est abaissé le centre de gra- 
vité G. Prenons les dislances Gm et G'm' des points G et G' au 
plan de comparaison MN; le travail cherché sera 




Fig. Cl. 



P X {C'y/*' — Qm). 
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La poussée F est assimilable à un poids qui agirait en sens 
contraire de la pesanteur ; son travail sera donc égal au pro- 
duil de la force P par la différence des distances On^ 0'n\ des 
points et 0' à la surface libre, sauf à changer le signe de 
cetle différence, ce qui donne — P'(OV — Ow). 

La somme des travaux de ces deux forces est 

p(G'm' — Gm) — r'(0'ii' — 0«), 

ou bien 

p (G'iii' — Gwi) — nV ;0';i' — On), 

si Ton appelle V le volume du corps et II le poids spécifique 
du liquide. 

2" Trouver le travail de là pression exercée par un liquide sur 
un prisme droit qnon enfonce verticalement d'aune certaine 
quantité. 

On suppose que la section droite du prisme est assez petite 
par rapport à la section du vase contenant le liquide, pour 
que la surface libre reste ù la m(>me 
hauteur, malgré renfoncement plus ou 
moins grand du prisme. ^, 

Soit ab le prisme, déjà enfoncé de la 
quantité cb=^x; appelons sa section 
droite u). La poussée du liquide sur le 
prisme, dans cette position, sera IIwx, en ^.^ ^2. 

appelant n le poids spécifique du liquide. 
Elle est verticale et dirigée de bas en haut. Si on enfonce le 
prisme de la quantité infiniment pelite èfr' = rfx, le travail de 
la pression sera 

et pour un enfoncement total /t, le travail cherché sera Tinté- 



a 
a' 



N 



grale 

** h* 

— U'jiXdx = — IIw — • 
'2 



r. 



Cette formule suppose k moindre que la hauteur totale ab du 
prisme donné. On peut mettre le résultat sous la forme 
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Or Ilwfc est le poids du liquide déplacé, et ^ est la distance de 

son centre de gravité à la surface libre. Le produit Dcoh X 7^ est 

donc le moment du poids du liquide déplacé par rapportai! 
plan MN. 

Si, au lieu d*enfonccr le prisme dans un liquide , on Tcn 
retirait entièrement, en le laissant toujours vertical, le travail 

de la pression de Tcau serait positif et égala Ilo)-^ , fc étantia 

quantité dont le prisme plongeait à l'origine. 

Cette démonstration suppose que le prisme est resté vertical 
pendant renfoncement; mais le résultat obtenu est indépen- 
dant de cette hypothèse. 

En effet, le travail des pressions pendant renfoncement est 
la somme des travaux afférents àTenfoncement de chaqueélé- 

p-i ment mn infiniment petit du prisme. 

!! 'Âl»L id-^-?*- à parlir de la position m'n' que cet 

■ * i I I 

\ 1 1 élément occupait à la surface deTcau, 

^q -n et, quelle que soit la route pg suivie 

par réiément, le travail de la pression 



u 



sera le produit du poids de liquide dé- 
placé par la distance finale qr à h 
surface libro. Le travail total est donc la somme, depuis 
jusqu'à /i, des produits — iùWthxz, en appelant z la distance 
qr, et ih la hauteur mn de l'élément considéré. Ce qui donne 

encore — llo^,. 

\ 18. Trouver le travail de la pesanteur et des pressions sur un 
corps flottant à la surface du liquide, qui recevrait un deplaci- 
nient infiniment petit ù partir de sa position d'équilibre. 

Nous supposons que le corps flottant AB soit en équilibre, 
quand il est immergé jusqu'à la scrtion CD. Imaginons qu'il 
reçoive un déplacement infiniment petit, tel que la section 
qui limite la nouvelle portion immergée soit CD'. Il y aurai 
tenir compte, dans l'évaluation des travaux des pressions, du 
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S grand enfoncement donné à la portion déjà plongée 
\f et de renfoncement nouveau de la tranche comprise 
re les sections CD et CD', 
loit G le centre de gravité du corps ; 
) le centre de poussée ou c^M(r^rf^a/rè/i^. L'équilibre ayanl 
1, par hypothèse, quand la section CD est dans le plan MN, 
droite GO est perpendiculaire au plan CD. Désignons la dis- 
ce GO par a et l'angle de la droite OG avec la verticale par ; 
angle, qui mesure l'inclinaison de la droite OG sur la ver- 

ile, mesure aussi l'inclinai- . ^ ^ 

i du plan CD par rapport à 

orîzon. Quant à la quan- 

» a , nous lui donnerons le 

ne H- si le point est au- 

>sus du point G dans l'état 

quilibre, et le signe — si 

îsi au-dessous. 

Des poinis et G, abais- 

is sur le plan MN les por- 

[idiculaires Ow, Gm; soil GE = s, Gm = aj; nous aurons 

. = 5 — a el On:=aj — acosO. 

Soil F le centre de gravité de la section de flottaison CI) : 

pelons C la distance FH de ce point au plan MN. Le travail 

erché pourra s'évaluer en fonction des quantités variables 

Soit encore n le poids spécifique du liquide, et V le volume 
D duli'|uide déplacé dans la posilion d'équilibre. Le poids 
I corps sera égal à nV. 

1* Le travail de la pesanteur correspondant au déplacement 
i corps sera 

2* Le travail des pressions exercées par le liquide sur la ca- 
ne CDD sera de môme 

— nV X (On — OE), 




Fig. C4. 



188 STABILITÉ DE L'ËQUILIBRE 

OU bien 

— n V [r, — c :obO — (3 — «)] = — nv (sj — 3) — nVfl ;i — coso) 

— — nV (sj — 2) — SnVrtsin» |. 

5"" Pour évaluer le travail des pressions sur la tranche CDiyp 
nouvellement immergée, décomposons-la en prismes verticaoi 
pr infiniment petits. Soit dtù Taire de la section faite dansk 
prisme pr par le plan CD. 11 s'agit d*en trouver la hauteur. Pour 
cela, menons par le point F, centre de gravité de la section CD, 
parallèlement à CD', un plan CD", qui coupera le plan CD 
suivant la droite KL ; il coupera le prisme pr suivant la sec- 
tion droite q, égale à r/cocosO. Du point r abaissons rS per- 
pendiculaire à KL. La droite qS sera aussi perpendiculaire i 
KL, et langle rSq sera égal à ô. Faisons rS=x. Nous aurons 
(/r=a;sinO, et pr=:xsinO-hFH = Ç-|-xsin8. 

Le prisme pr était d'abord hors du liquide, et il s'y est en- 
foncé de la quantité Ç H- jcsinô ; le travail correspondant de h 
poussée est donc 

expression dont il faut faire la somme, en l'étendant h tous 
les éléments rfoj de la section CD. L'erreur que l'on commet 
on substituant à la tranche CDC'D' le cylindre qui projette la 
section CD sur le plan horizontal, est infiniment petite par 
rapport à la quantité cherchée. 

La somme de tous ces éléments s'exprime par l'intégrale 
double 

— Ujj c/wcoso ^^2 1-, 

ou bien, en développant le carré, 

~'~( / /^*^"COS04-2 / / ÇorsinOcosOc/w-f / j x^dtaCOsBûn^Oy 

Les quontilésÇetO sont des constantes dans ces intégrations, 
ce qni permet d'écrire 

— i' ç*co80 I id'^ — Ii;sin9 cosO Ç ixda — 5cosOsiu«d j ÇxH^ 
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// diù est l'aire Q de la section CD ; 

ffxdni est la somme des moments des éléments de surface 
dtù par rapport à la droite KL, qui passe par leur centre de 
gravité : cette somme est donc nulle; 

ff x*d(ù est la somme des moments dHnerlie des mômes 
éléments par rapport à la même droite ; nous la représente- 
rons par I. 

La somme des travaux des pressions sur la tranche CDD'C 
est en définitive 



-3- ç'cosO— - cosOsin'O, 



cl comme l'angle 6 est infiniment petit, on peut remplacer 
cosO par l'unité, et sin6 par 0, en ne conservant dans les ter- 
mes écrits que les infiniment petits du second ordre ; ce qui 
réduit la somme cherchée â 

_ lift ^, __ niof 

Réunissant les trois parties que nous venons d'évaluer suc- 
cessivement, il vient 

T = nv(3, - 3)- nv(=, - z) - 2nVflsin« ^ - ^^ ç^ - ^> 
ou bien, en réduisant et en remplaçant encore sin\^ par j, 

T=-5(«V+I)6«- Sqçi. 

mi ^ 

Cette formule est générale, quel que soit le dépincement in- 
finiment petit imprimé au solide, pourvu que les sections du 
corps par des plans varient d'une manière continue dans le 
voisinage du plan de flottaison. 

119. La stabilité de Téquilibre d'un corps flottant s'éta- 
blit par la discussion de l'équation des forces vives (Cf. lll, 
§ 187). 

Supposons le corps en équilibre ; imprimons-lui un dépla- 
cement très petit. Ce déplacement peut toujours se ramener à 
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trois il anslalions cl à trois rotations simultanées. Nous siippo- 
scronsquc les trois translationssoient parallèles l'espcctivemcnl 
à trois axes rectangulaires, dont deux horizontaux, et le troi- 
sième vertical; les rolalions s'opéreront autour de ces iiiômcs 
axes. Les translations horizontales et la rotation autour de 
l'axe vertical ne donnent naissance à aucun travail des pres- 
sions du liquide sur la partie plongée. Les seuls déplacements 
qui donnent lieu à une production de travaux sont la transla- 
tion verticale et les rotations autourdes axes horizontaux, que 
Ton peut réduire ù une seule rotation autour d*un axe hoiizon- 
tal. Les quantités Ç ctO, qui mesurent le déplacement linéaire 
du corps le long de la verticale et le déplacement angulaire 
autour d'un axe horizontal, interviendront donc seules dans 
l'équation du travail. 

Soit Zmv* la somme des forces vives imprimées au corps 
dans une position initiale, définie par des valeurs infiniment 
petites Lo et 0^ des variables Ç et 6. Nous pouvons supposer 
la somme Iruv^ aussi petite que nous voudrons; et appelant 
Imv* la somme des forces vives du corps dans une position 
quelconque Ç et 0, il viendra l'équation 

liiiv* — v/Mi'o* = 2 (T — T.) 

=- - n (i\ + 1; 0* — nn;2 + n //V -+- 1). :••- + nû:.«. 
Donc 

vmi,2 = c — n (rtV + 1) <»* — naç«, 

on appelant G la constante 

qui correspond aux conditions iniliiiles, et qui est nécessaire- 
ment positive et infiniment petite. 

La somme Imi;* est toujours positive; donc le second raeffl- 
hrc est positif, et par suite on aura toujours 

ii;«v-hi:o«+na:«<c. 

Les quantités II, V, letû sont des quantités absolues: 6* et {* 
sont toujours positifs. Il n'y a dans l'inégalité précédente que 
a qui soit susceptible de changer de signe. Si a est positif, oo 
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i le point 0, centre de caiènc, est au-dessus du point G, 
snlre de gravité du solide, le premier membre est la somme 
e deux termes positifs, et, pour qu'il soit toujours moindre 
ue la constante G, qui est infiniment petite, il faut que et 
soient eux-mêmes infiniment petits. Si donc le centre de ca- 
ine est au-dessus du centre de gravité, Véiiuilibre est stable; 
)r et !^ ne peuvent pas croître indéfiniment, et ont pour 
miles supérieures, eu valeur absolue, 






Ç = v/ — » avec = 0. 

V na 
5i a est négatif et égal à — a', rinégalitô prend la forme 

n(l — a'V)6«-|-nn;«<c, 
Il la conclusion que nous venons de tirer reste la même, 
K>urvu que 1 — a'V soit positif, ou que a' soit < i;. La sta- 

ilité est donc encore assurée, et les valeurs absolues de et Ç 
nt des limites, quand te centre de carène est au-dessous du cen- 
"e de gravité, pourvu que la distance de ces deux points soit 
moindre que le moment d'inertie de la section de flottaison, par 
apport à une droite menée dans son plan par son centre de gra- 
ï'^, divisé par le volume de la carène. 

I • . 

Si on avait fl'> y » le signe du premier membre de Tinéga- 

léne serait pas défini, et on pourrait y satisfaire par de très 
landes valeurs absolues de 6 et de Ç. L'équilibre n'aurait 
tors aucune stabilité. 

La condition a' < y doit ôlre remplie pour toutes les va- 

-Urs du moment d'inertie I, qui varie avec la position de la 
Iroite KL, par rapport à laquelle il est déterminé. Il faut donc 
[U'ellesoit satisfaite pour la moindre valeur de ce moment d'i- 
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Fig. G3. 



ncrtie. Les moments d'incrlie des aires planes donnent lieu 
ù une lliéorie analogue à celle des moments d'inertie des so- 
lides (lir, g 243). On démontre facile- 
ment que, si Ton considère les mo- 
ments d*inertie d*unc aire plane AR 
par rapport à une infinité de droites 
menées dans son plan par un même 
point F, on obtient une ellipse RS en 
prenant sur chaque droite, à partir 
du point F, une longueur FR, inversement proportion- 
nelle au rayo7i de giration, 1 / — , de l'aire plane par rapport 

à la direction FR. Le minimum du moment d'inertie I cor- 
respond à la direction du grand axe de l'ellipse ainsi con- 
struite au centre de gravité de la section de flottaison. 

Cette théorie de la stabilité, qui a remplacé Tancienne théo- 
rie du métacentre^ due à Bouguer, est loin d'être complète, car 
elle néglige les actions dynamiques du fluide, c'est-à-dire les 
excès de pression dus au mouvement relatif du solide. Ces 
actions dynamiques contribuent à accroître la stabilité, quand 
elles proviennent du déplacement du solide au scia d*DD 
fluide en repos ; elles peuvent, au contraire, compromettre 
la stabilité du corps flottant, lorsqu'elles sont dues à un 
mouvement propre du fluide. L'expérience de la navigation 
marilime a fait connaître depuis longtemps des formes qui 
assurent la slabililé des corps floltants, et vérifie la h^k 
déduite de la Ihéorie que nous venons d'exposer. 
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120. L'équation de l'hydrostatique donne pour chaque 
point d'un fluide en équilibre les valeurs de la pression en 
fonction des coordonnées. Le problème de Thydrodynamique 
est beaucoup plus compliqué. 11 s'agit, en effet, de déterminer 
pour chaque valeur du temps ( et pour chaque point (x, y, %) 
de l'espace occupé par le fluide, non-seulement la pression p, 
mais encore la vitesse, en grandeur et en direction, du point 
matériel fluide qui occupe ce point géométrique; et, en 
outre, si le fluide n'est pas un liquide homogène, la valeur 
p de la masse spécifique de ce point matériel. La vitesse sera 
connue en grandeur et en direction si Ton définit ses trois 
composantes parallèles aux axes; nous les appellerons ti, v, w. 
Le problème consiste donc à déterminer les cinq fonctions 

11, V, w, p, p, 

au moyen des quatre variables indépendantes 

X, y, 3, /. 

Supposons celte détermination opérée; pour trouver la 
trajectoire d'un point matériel, il suffira d'observer que, dans 
le temps d/, les coordonnées x, y, %^ du point s'accroissent 
respectivement de ticft, vd/, wdt^ de sorte que les équations du 

I¥. — > aCC. COLUO!l<NI* 13 
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mouvement du point considéré seront données par l'intégra- 
tion des équations difTérentielles 

dx r= udL 
dy = vdt, 
dz = itdL 

i 21 . Cherchons aussi ce que deviennent la pression p et 
la densité p du même point matériel. 

En général, soit f(Xy y, 2, () une certaine fonction, relative 
à un point géométrique défini (x,y,2), età une valeur déter- 
minée du temps t. Si Ton suppose que les variables indépen- 
dantes Xj y, 2 et t s'accroissent respectivement de dxj dy, i% 
et dtj l'accroissement df de la fonction sera donné par Téqua- 
tion générale : 

Mais si, au lieu de prendre arbitrairement dx, dy, is, 
on prend ces difrérentielles le long de la trajectoire du point 
matériel M, quand il se transporte de M en M' pendant le temps 
dtj il faudra faire dx=:udt, dy=vdt, dz=:wdt, et on aura 

pour l'accroissement de la fonction f le long de la trajectoire 
du point M. 

Cette formule est applicable à toute fonction des varia- 
bles X, !/, 2, tj et par suite aux fonctions ti, v, u;, p, p, qu'il 
s agit de définir. Nous aurons donc 

. / du . du du , du\ ,, 

( dv dv dv . dv\ .. 
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Le rapport de du à dt sera Vaccélération du point M, projetée 

1 1 

sur l'axe des x ; de même -n dv et -r, dw seront les accéléra- 

ai at 

tiens projetées sur les axes des y et des z. 

122. Reprenons les équations de Téquilibre d'une molécule 

fluide (g 80) ; on peut les mettre sous la forme 



ou encore» sous la forme 





dp. 
dx' 


= A 






àp. 
du' 


= pY. 






dp. 

di ' 


= pz» 




X 


_1 

P 




0. 


Y 


P 




0. 


Z 


P 




0. 



X, Y) Z sont les composantes de la force rapportée à l'unité 
de masse. Sous la seconde forme, on voit que les pressions 
développées autour de la molécule équivalent, au point de vue 

de réquilibre, à des composantes ^, j-, ^^^ 

parallèles aux axes et appliquées à l'unité de masse supposée 
libre. 

Dans le cas du mouvement, au lieu d'égaler à les sommes 
algébriques de ces forces, il faudra les égaler aux accélérations 
projetées sur les mêmes axes, ce qui donne les trois équa- 
tions 

« \ dp du , du , du , du 

p dx dx dy dz * dt 

tAx I V * dp dv . dv . dv . dv 

- i dp dw , dw , dw . dw 
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Un obtient une qualriêinc équation en exprimant que le 
mouvcmenl du tluido ne crée pas de vide au milieu delà 
masse ; cette équation porte le nom d'éi/uation de eotUiauité. 
Elle restreint la généralité du problème : car rien ne prouve 
a firiorique la masse Huide ne doive passe diviser par suite dc 
son mouvement. 

La vitesse m, parallèle à OX (fig. 45, p. 135), règne son- 
siblemenl dans toute l'étendue de la lace ADEF, perpendi- 
culairement h cette face, et amène dans rintéricur du paral- 
lélépipède ABCDEFGII, pendant le temps dt, une masse fluitlc 
égale à 

fUillil'j'h, 

p étant la densité du (luide au point A. 

Mais, en même temps, la vitesse qui régne dans toute \'c- 
lendue de la face opposée BGHC fait sortir du pamllélèpipéde 
une masse de fluide égale à la masse fudUlydi, augmentée de 
sa différentielle partielle relative à x, ce que nous exprime- 
rons par la notation 

f.mlldijd-. + ^^ dxdUhjdi. 

de sorte que les débits simultanés des faces opposées AOEF, 
BCilG, augmentent la masse fluide contenue dans le prsilè- 
lépipède, de la différence 

_ ^if!^ dxihjdidt. 

Par la même raison, les débits simultanés des faces ÂBGF, 
DCHË, augmentent la même masse de 



dlpV, 

■-sf- 



p dxdyduH. 

et lesdébilsdes faces ABCD, FGUE, de 



_d{fa) 



didgdidi. 



4 



La somme de ces trois variations simullanées est égale h U 
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variation totale de la masse pendant le temps dt; or la varia- 
tion de la densité e$l égale à -ndt; multipliée par le volume, 

elle donne la variation de la masse totale -4. dxdydzdL 
Donc enfin 

ou bien, en divisant par dxdydzdt^ 
équation qui peut encore s'écrire 

(rfp , dp . dp , dp\ , (du , d9 , c/u>\ ^ 

La première parenthèse est égale à -^^/pi et l'équation 
prend la forme 

Si le fluide est un liquide homogène ou un mélange de 
liquides, on a (/p=0, car une molécule liquide ne change 
pas de densité le long de sa trajectoire ; Téquation (2) se scinde 
alors en deux autres : 

( ujP- + .^^- + u,^^ + ^? = 0, 

I dx * du ^ di * dt 
j) < 

j du do dw ^ 

( di'^'d'y'^lh-'^' 

S'il s'agit d'un gaz à température constante, on a entre p et 
p la relation (6) ]i=Kp, qui, jointe à l'équation (2), complète 
le nombre des équations destinées à définir analytiquement 
les cinq fonctions inconnues. 

Les équations (1) et (5) ou (1), (2) et (6), sont d'ailleurs 
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lellement rebelles \ qu'elles ont rebuté tous les efforts des 
analystes. On a renoncé à en chercher les intégrales géné- 
rales» qui peuvent fort bien n'être pas exprimables parles si- 
gnes de l'analyse. Pour en déduire quelques résultats utiles, 
il faut en restreindre singulièrement la généralité. 



SIMPLinCATION DES ÉQUATIONS DANS DES HYPOTHÈSES PABTICUIlfeBES. 

123. Nous supposerons d'abord que la fonction 

Hdx -f- Ydy -f. Idz 

soit la différentielle exacte d'une fonction T des coordon- 

nées x, y, 2, et nous poserons 

X(/x -*- Yrfy -4- Ma = rfT. 

Nous supposerons, en outre, qu'à une certaine époque, défi- 
nie par une valeur ( du temps, la fonction tt(fx+rdy + iMb 
soit aussi la différentielle exacte, par rapport à x, y^ 2, d'une 
fonction 9 des quatre variables rr, y, 2, t. Je dis que, s'il en 
est ainsi, la fonction udx-hvdy-hwdz sera une différentielle 
à toute époque, c'est-à-dire pour toute valeur du temps f. 

Soit, en effet, pour une valeur t' du temps, 

udx -+■ vdy H- u:dz = df', 

9' étant une fonction de x, 1/, % et ^ et d<f' la différentielle 
totale de cette fonction, où t est traité comme une constante, 
et où Ton fait t=t'. 
On aura à cette époque 

do' d^ dp' 

ii=-îL» »=--i-, w^=':r'» 
dx dy dz 

et à l'époque f + 6, 6 étant un temps infiniment petit, 

</»' , - du d'/ , ^dv ^9' t ^ àw 

^ Ugrange. 
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57» 'TiV 'ïh ^"* ^^^ dérivées partielles de ti, v, w, par 

rapport à t. 

La somme tidx + vdy + v^ti^ devient, au bout du temps 0. 
égale à 

OU bien à 

La nouvelle valeur de la fonction est donc une différentielle 
exacte par rapport aux variables x, t/, 3, si la parenthèse est 
une différentielle par rapport à ces mêmes variables. 

Substituons les valeurs de u, v, te;, dans les équations (1) ; 
elles deviendront, pour l'époque i\ 

~p'dx dx dx^'^ dy dydz '^ dz dsdx '^ dt ' 

Y »- 1 ^ — ^ <^9 ^ . d^ d^ r// d*^' dv^ 
p dy dx dxdy dy dy* dz dzdy "*" dï' 



- __ i dp _d^ d*^' df rfV à^ rfV , 
p dz '~ dx dxdz dû dudz dz dz* "*" 



dw 
p dz dx dxdz ' dy dydz '^ dz dz* '^ dt ' 



Multiplions la première par dx^ la seconde par dy, la troi- 
sième par dZy et ajoutons ; il vient, en faisant les réductions, 

les différentielles étant prises sans faire varier le temps. 

Le premier membre est une différentielle exacte si p est 
constant (liquide homogène), ou si p est fonction de p (gaz à 
température constante). Le premier terme du second membre 
est aussi une différentielle exacte. Le second terme Test donc 
également, et par suite tidx + vdy + wdz est une difTèrentielle 
exacte au temps t' + 6, si elle Test au temps t\ Donc elle Test 
è toute époque. 

Si, par exemple, le fluide part du repos, on a à cette époque 
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u=0, t;=0, tt;=0, ce qui rend udx-\-wdy'hwd% difTérenlielle 
exacte; on est assuré alors que la condition est remplie dans 
toute la suite du mouvement. 
124. Soit donc à la fois 

Xrf« 4- Yrfy + M5 = cfT, 
udx + vdy + wdi =s df. 

On déduit de la seconde équation 

dp dp dp 

dz dy di 

et l'équation de continuité (2) prend la forme 

^®1 dl + dx -^ dy + dz - °- 

La transformation opérée dans le paragraphe précédent 
nous donne d'ailleurs à toute époque 

les différentielles étant prises seulement par rapport à x, y, S| 
sans faite varier le temps. Intégrant dans la même hypothèse, 
il vient l'équation 

— peut s'effectuer d'ailleurs si p est constant, ou fonction 
P 
de p, et même si p était fonction du temps (, puisque le temps. 

dans tous ces calculs, est traité comme une constante. 

L'équation (7) pourrait être complétée par une fonction 
arbitraire du temps; mais cette fonction peut être supposée 
contenue dans la fonction 9, qui n'est définie que par sa difTè- 
rentielle do relative à x, t/, 2, abstraction faite du temps I. 

125. Dans le cas des liquides homogènes, p étant une con- 
stante absolue, l'équation (6) devient 



/ 
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et l'équation (7) 

Le problème analytique est ramené à intégrer l'équation aux 
différences partielles (8) ; après avoir trouvé Texpression la 
plus générale de 7 en fonction de x, t/, % Qt t, Téquation (9) 
fera connaître p. Ensuite les équations 

i/f d^ d^ 

dx dy* ds 

donneront u, v^ w. 



PETITES OSaiXATIONS. 

126. Lorsqu'un fluide est animé d'un mouvement oscilla- 
toire très petit, les équations du mouvement se simpliflent 
également. On peut négliger d'abord dans les équations (1) 

les produits u-p, v -r-,.*- dont deux dimensions sont petites, 
et réduire approximativement ces équations à la forme : 

^ i dp du 

p dx dt 

y i dp dv 

^ p dy ^ dt* 

„ i dp diD 

^"pdT-Tt' 

Multipliant la première par dx, la seconde par dy^ la troisième 
par d%^ et ajoutant, il vient 

-- i . du j , dv j , dw , 

Donc udx + vdy + dwz est une diiïérentielle exacte par 
rapport i x, y, i. Car l'équation précédente peut s'écrire 

dt -^ -dp = ^ [udx -t- vdy -f- wd%], 
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et par suite urfx+rdy-i-tt'rfz est l'intégrale de fdT -]dt 

prise par rapport à I seul, ou, ce qui revient au même, 
la difTérentlelle par rapport à x, y, 2 de la fonction 

I Tdt— j dt K— . Soit donc udx+vdy+wdi=zd^. H vien- 
dra 



les différentielles indiquées sont prises seulement par rapport 
à «, y, z. 
On en déduit en intégrant 

équation à joindre à l'équation (6), s'il s*agit d'un gai à tem- 
pérature constante, auquel cas I -J-= / — ^=Klognép.p. 

S*il s'agit d'un liquide homogène, on aurait 1 -^ =^» et on 

•/ P P 
devrait joindre l'équation (10) à l'équation (8). 



INTÉGRATION DE l'ÉQUATION (8). 



127. L'équation 

l») ^? 4. ^ 4. ^ — 



ayant une forme linéaire, si Ton en a plusieurs solu- 
tions, ç=a, ?=3, 9=Y» ••• ^^ ^^ obtiendra une autre en 
posant 9=aH-p-i-Y---5 ^^ encore en égalant 9 à la somme 
des produits de chaque solution par des constantes 
traires : 



ç> = Ca + C'^ + C*y + . . 
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Or on trouvera autant de solutions particulières qu'on voudra 
de la manière suivante : soit M (fig. 66) le point dont les 
coordonnées sont x, y^ %. Soit M' un autre point tout à fait 
arbitraire, dont les coordonnées seront 
Ç, y;, C, et auquel nous attribuerons une 
masse (ji quelconque. 
Appelons A la distance MM' : 





La fonction -7-, considérée comme 

fonction de Xj y, %j satisfait à l'équa- ng. C6. 

tion (8). En effet, on en déduit, en 
prenant la dérivée partielle par rapport à x^ 



De même 



ds 


u d^ f^ x — ii 

"" A* dx ^ A« ^^ A 




dt 
dij -~ A«^^ A 




dt 
dz " A« ^" A 



Les rapports — 7— > ^ ^ , ^^— sont les cosinus des an- 
gles que la direction MM' fait avec les axes coordonnés; 
^ est proportionnel à Tattraction que le point M exercerait 
sur la masse |a placée en M\ suivant la loi de la gravitation 
universelle. La fonction ^ a donc celte propriété que ses déri- 
vées partielles par rapport à x, y, 2, donnent respectivement 
les composantes de Tattraction subie par le point M' de la 
part du point M. 



204 ÊQUATIOKS 

Passons aux secondes dérivées : 

dx* "■ A» A»' 

A 



dy* A» A*' 

d*^ 

A __ 3a(3 — r)« _ _/i 

rfi« "" A» A»* 

La somme des trois équations nous donne 



d«^ d»^ d«^ 

A 



"^ rff/« "^ rfs* •" A» A» ^ 



dx* ' dy 

et par suite-^ est une solution de Téquation (8). 

Si donc on considère autant de points M' que Ton voadn, 
ayant chacun une masse distincte, on satisfera à Tèquation (8) 
en posant 

Nous pouvons admettre que les points M' se touchent de 
manière à constituer un milieu attractif, où la masse spé- 
cifique, p', sera exprimée en fonction des coordonnées §, t„ { 
de chaque point; la masse élémentaire sera alors ^dT^dX,^ et 
la somme £ se changera en une intégrale triple : 

^ r r r p'd^dr.d^ 

J J J v'î^-Ç)*-f(y-»î)*-f-(5-ç)*" 

La fonction 9 est ce qu'on appelle le potentiel du système ma- 
(cricl par rapport au point x, t/, 2; la propriété fondamentale 
du potentiel est que ses dérivées partielles par rapport à 
or, y, %, sont les composantes de Tattraction exercée par le 
point (x, !/, z) sur le système (Ç, tj, Ç) d'après la loi de Newton. 
Dans le problème spécial qui nous occupe, Ç, y;, Ç peuvent 
être supposés fonctionsdu temps t; p' est une fonction arbi- 
traire des variables Ç, tj, Ç et t; enfin les limites de Tintégra- 
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1 sonl des foiiclioits entiircmcnl arbitraires des varîablcj 
î H cl C 

I II reste dans chaque cas particulier à déterminer ces arbi- 
Faires, mais cette question constitue, en général, un pro- 
blème très épineux d'analyse. 

^fe RËC13IE PERXA^E^T, TIIËODËUE DE DVKIEL BEnBOLLU. 



428. Le régime permanent a lieu dans un fluide en mouvo- 
mcnl quand, en chaque point, passe à chaque instant une 
molécule possédant la même densité, soumise à la mi)me pres- 
sion, et animée de lu m>îme vitesse. Analytiquemeiit, le ré- 
gime permanent est délîni par celte condition que les cinq 
fondions u,v, u>,;), p soient indépendantes du temps t. Le moii< 
vcmcnt du système reproduit à chaque instant l'état qui exis- 
tait l'instant d'avant, ce qui constitue une sorte d'équilibre 
mobile. Un cours d'eau, dans lequel chaque masse liquide 
qui s'écoule est immédiatement remplacée par une masse 
identique et animée du même mouvement, oifre à peu prés 
rimage de la permanence du rêgiine. 

Faisons donc dans nos équations 
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mais ici on suppose -tt- constamment nul, et la valeur de ^ 

se réduit à ses trois premiers termes. Multipliant ces trois 
équations par dxj dy^ d%^ et ajoutant, il tient, en appelant T 
la fonction dont la différentielle est Idx+Ydn-hZdZf 

dl dp = u'dX'k'Vdy + w'dz. 

P 

Faisons dxr=udtj dy=vdtj d%=wdt^ ce qui revient à saiïïe 
la molécule mobile le long de sa trajectoire. Le second mem- 
bre se réduira à 

OU à 

wlu -f- vâv + wdWp 

puisque v^dt est égal à du, v'dt à dVj u/dt à iw. Il vient donc 






p » . ' 



Or tt'-t-v'-i-u;' est le carré de la vitesse absolue V de la molé- 
cule fluide qui passe au point x, y, %. On peut donc écrire 

Intégrant, on a 

-^ — -^ = constante. 
P ^ 

Dans le cas des liquides homogènes,on a f -i-=^; danslecis 

•/ r r 

des gaz à température constante, on aurait / -^ =Klognép.p* 

129. Le théorème de Daniel Bernoulli, qui forme la base de 
Yhydrauliquej résulte de l'application de cette équation aox 
liquides homogènes pesants. Les forces se réduisant à la pe- 
santeur, on aura 
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L'i'quation du régime permanent devient, en changeant les 
signes : 



ff. + '- + -,-. ^ O 



Il désignant une hauteur constante, et n le poids spécifique 
tlu liquide. 

; est lu tiuuleur d'un point du liquide au-dessus d'un plan 
de comparaison horizontal; 

p est la pression en ce point; p est la liauleur reprèsenla- 

livc de la pres'.ion; 
V est la vitesse des molécules qui passent en ce point, et 

T' 

;ï- la hauteur duc à celte vitesse. 

En ajoutant ces trois hauteurs en tout point d'un même filet 
liquide soumis au régime permanent, on obtient un niveau 
constant, que l'on appelle en hydraulique le plan de citarge. 
Le Ihêorème de Daniel IternuuUi s'exprimera donc en disant 
qu'en tous Us points iTun HUt liquide pesant, sat'isfahant aux 
conditions île la permanence du régime, la hauteur du pian de 
charge est constante. 

Cette conclusion suppose que le liquide n'a aucune viseo' 
site; autrement la pression autour d'un point ne serait pas la 
infime dans toutes les directions ; les équations générales du 
mouvement devraient être modiTiées; enlin on constaterait 
d'un point à l'autre du même filet des différences de niveau 
dans le plan de charge, dues au travail négatifdes frottements. 
Ce sont CCS différences qu'on appelle en hydraulique perte» 
àê charge. 



r 
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150. Le théori^me de Daniel Bcmoulli peut se démonlrcr 

dirccleinenl, sans recourir aux équalions (fénérales derhj- 

^ , drodynamique, en appliquant au filcl 

liquide pesant le théorème des foim 

vives. 

Soil AB le filet considéré, animé d'un 
mouvement permanent, en vertu duqui'l 
il se déplace dans sa propre direction, 
chaque petit volume liquide prenant (j 
'*"" "' place du volume égal qui y fait suili-. 

Prenons deux points A et B sur ce filet ; soient au point A, 
u) la section, 
p la pression, 

V la vitesse, 

et s b hauteur Aa au-dessus du plan horizontal MN. 
Soient de même au point B, 
u' la section, 
p'ia pression, 

V la vitesse, 

et s' la hauleur Bb au-dessus du même plan. 

Les produits uV, w'V représenteront chacun le débit ou U 
dépense du filel, c'esl-à-dire le volume écoulé dans l'unité Je 
temps parles sections A et B. Ce volume est le même en ces 
deux points à cause de l'incompressibilité du liquide et dt b 
permanence du régime. Dôsignons-lc par la lettre Q. Le vo- 
lume écoulé pendant un temps inlinimenl petit dt sera égil 
h Qdl, en tout point du filet AB. 

Suivons le filet AB pendant le temps infiniment petit dt qu'il 
met à passer de U position AB à la position A'B', et appliquoni 
le théorème des forces vives entre ces deux positions. 

La région A'B, commune à ces deux positions, est occtipèa 
aux deux époques par des molécules de même masse et aDiméct 
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des mi^mcs vilcsses; les forces vi\es correspondantes sont 
donc égales à ces deux époques, at elles se détruisent dans 
la difltrence. Il resle à compter la différence entre la force 
TÏve de la masse BB* et la force vive de la masse AA'. Or le 
Totuinc commun occupé par ces deux masses est Qilt; Q 

£lunt le poids spécifique du liquide, ■ est la masse, et 

— (V — V) est le demi-accroissement de la force vive du 
2s 
système, quand il passe de la position AB à la position A'B'. 

il faut égaler ce demi-accroissement au travail des forces, 
qui sont ici la pesanteur et les pressions. 

Pour le travail de la pesanteur, on l'évaluera comme on 
l'a déjà fait en hydrostatique (| 76, 3°), en supposant que le 
poids AA' passe en BB', la partie AU restant immobile. Le tra- 
vail cherché est donc égal à IlOrftx (s — s'). 

Les pressions latérales su tîlet ont un (ravail nul, puis- 
qu'elles sont normales au chemin décrit par leurs points 
d'application. Il suffit de considérer la pression en amont et 
la pression en aval; la pression totale sur la section A est 
une force mouvante égale à pw, et le chemin décrit par son 
point d'appli' alion dans la direction même de la force est 
\.\' ou Vrf(; sou travail est donc pi,i\dl=:p()ilt. On recon- 
naîtrait de même que le travail de la pression en B est négatif 
cl égal b — p'Qill. Réunissant tous ces travaux et égalant la 
somme au demi-accroissement des forces vives, il vient 

-?/- f^'"* - ï') = 'I0<" (: - 1') + rOrfi - />'0''/. 

Cl divisant par llQill, 



ou l)icn 






c'est-à-dire l'équation que nous avions obtenue. 



213 ECOULEUU^T 



APPLICATICKf DU TBÉORÈSIE DE BERKOCLU À l'ÉGOUUMEST 

EN UIKCE PAROI. 



loi. Le théorème de BernouUi permet de déterminer b 
\iiessc Y en un point d'un filet liquide animé d'un mouve- 
ment permanent, lorsqu'on connatt la pression en ce point. 
Soit PQ un vase dans lequel un liquide est entretenu à on 
niveau constant ÂB. 

On pratique dans la paroi une ouverture très petite CD, par 
laquelle le liquide s'échappe. Au bout d'un temps assez court 
le régime permanent est établi. On demande la vitesse v du 
liquide dans la section aby oii l'écoulement s'opère par filets 
parallèles, et qu'on appelle section eantradée. Cette section est 
peu éloignée de l'orifice CD, lorsque l'épaisseur de la paroi est 
suffisamment mince. 
La pression dans tous les points de la section ab est égale i 

la pression atmosphérique ; car, au- 
trement, la veine liquide tendrait 
soit à se dilater, soit à se contracter 
sous la pression de l'atmosphère 
qui s'exerce au dehors. 
Considérons en particulier le filel 
^. ^; qui passe en un point m de cetle 
^ ,e seclion; soit Mm le tracé du filet à 

l'intérieur du vase. Nous pouvons le 
prolonger ainsi jusque dans une région M où la vitesse du 
liquide soit très peu sensible. L'équation du débit, 

montre, en effet, que la vitesse varie en raison inverse de la 
section. La section du va^eétant beaucoup plus grande que la 
seclion de la veine en «ft, les vitesses à Tintérieur du vase sont 
nécessairement beaucoup moindres que la vitesse à la sortie 




y. . 
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Nous pouvons donc admettre que la vitesse en M soit négli- 
geable. 

Soit z la hauteur MM' du point M au-dessus d'un plan hori- 
zontal ZZ' ; soit p la pression au point M. Appelons v la vitesse 
en m, z' la hauteur mfn\ et p^ la pression en m, égale, comme 
on sait, à la pression atmosphérique. Nous aurons, en appli- 
quant réquation de BernouUi, 

Nous ne connaissons ni 2, nip; mais, comme au point M 
le liquide est à peu près en repos, la distribution des pres- 
sions ne diffère pas sensiblement de la loi hydrostatique, 

cl on peut prendre la somme 2-1-^ comme s'il s'agissait 

d'un liquide pesant en repos. Cette fonction est alors indé- 
pendante de la position du point M; prenons-la pour un 
point A de la surface AB ; en ce point, la pression est égale à 
la pression atmosphérique, ou à p^, si le vase est ouvert à Tair 
libre, et si les niveaux de AB et de ab sont peu éloignés Tun 
de Tautre. Soit donc Z la hauteur du plan libre AB au-dessus 
du plan ZZ' ; on aura 



'+i-^+f- 



L* équation devient 



ii« - «!! 4. & 4. */• 



d'où l'on déduit 



V = ^^g\Z — 3') = ^2gh, 

en appelant h la hauteur verticale du plan AB au-dessus de la 
section contractée. La vitesse d'écoulement d'un liquide par un 
orifice en mince paroi est donc égale à la vitesse due à la hau- 
teur de la surface libre au-dessus du centre de V orifice. 

Ce théorème est connu en hydraulique sous le nom de ihéo- 
rème de TorricéOi. 
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La dépense Q de rorificc par unité de temps est égale au 
produit Ya> de la vitesse par l'aire o) de la section contractée: 

Q = « v'*^- 

On a déterminé par Tobscrvation le rapport - de l'aire de 

la section contractée à l'aire de Torifice ; ce rapport, auquel on 
donne le nom de coefficient de contraction^ est, en moyenne, 
égal à 0, 62. On peut donc poser 
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UN CANAL 00 DANS UN TUYAU. 

152. Qnmid im liquide, animé d*un mouvement satisfaisant 
aux conditions de la permanence^ s* écoule dans un canal ou dans 
un tuyau par filets sensiblement rectilignes et parallèles, les pres- 
sions se distribuent dans une même section transversale confor- 
mément aux lois de l'hydrostatique^ c'est-à-dire comme si le li- 
quide était en repos dans le vase qui le contient. 

Les équations du mouvement d'un liquide homogène sont 

p ax 
V ^ ''/' 

p (llf 

Z -/- = w\ 

p «i 

avec l'équation de continuité 

(lu _. ffv (Iw ^ 

dx dij ih 

Les quantités u\ v\ w', sont les accélérations projetées sur 
les axes coordonnés. 
Prenons Taxe des x parallèle au mouvement des filets. Les 
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vitesses V clw seront nulles, ainsi que les accélérations v' 
ciw'. Donc T- = 0, --T-=0, et 1 équation de continuité donne 

-- = 0. Mais on a toujours 

, tl.t , (lu , du , du 

La dérivée -rr est nulle, puisque le régime permanent est 

supposé établi. On a d'ailleurs t- = 0, t;=0 et u;=0. Donc 

tr=0, et la vitesse u est constante pour un même filet. Le 
mouvement est donc uniforme. 

Les dérivées j-, ^peuvent être différentes de zéro, la vi- 
tesse u variant d'un filet à l'autre. 

Les trois premières équations du mouvement se réduisent 
ainsi aux équations suivantes : 



dx 

"^^^ - «Z 
dz - ^^' 



"'' — «Y 
p\, 



c'est-à-dire aux équations de l'hydrostatique, et les pressions 
se distribuent au sein de la masse liquide comme si elle 
était en repos. Celte conclusion doit être restreinte à une lon- 
gueur infiniment petite de courant, s'il s'agit d'un liquide na- 
turel; autrement il faudrait tenir compte des effets de la vis- 
cosité. Le théorème ne s'applique en définitive qu'à la réparti- 
tion des pressions dans une même section transversale. 

135. Faisons une application de ce théorème à Fécoulemont 
par un orifice suivi d*un conrsiei\ L'orifice CD (fig. 69) donne 
issue au liquide contenu dans le vase ABC et maintenu à un 
niveau constant ÂB; le liquide s'écoule par filets parallèles 
dans un canal dont le fond DH est représenté sur la figure. 
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Soit EF la section la plus rapprochée de l'oriGce où Técou- 

lement par Glets parallèles soit établi. 
Appelons v la vitesse du filet liquide qui traverse la section 

EF au point P ; soit p' la pression en ce point et 7f la hauteur Pp 

au-dessus du plan de com- 
paraison IZ'. Soient % et p 
les quantités analogues en 
un autre point M du même 
filet, pris dans le vase assex 
loin de Torifice pour que la 
vitesse soit sensiblement 
nulle : le théorème de Ber- 
nouUi appliqué au filet MP 
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nous donnera l'équation 



P r* 



n 



= 5;: + '^ + -'. 



Nous savons qucTs + -^ est égal à Z+ ^, Z étant la hauteur 

du plan libre AB, et p^ la pression atmosphérique. Ile même, 
Técoulement en EF se faisant par filets parallèles, les pres- 
sions dans la section EF sont distribuées comme si le liquide 

était en repos. Donc z' -+- ■- est égal à Z' -h ^ , Z' étant le »' de 

la surface libre dans le coursier. 11 vient en définitive 



ou bien 






v = s% Z-7/) = yj2gh, 



h étant la difTérencede niveau entre la surface libre du liquide 
dans le vase et la surface libre dans le canal de fuite. Tous 
les filets liquides qui traversent la section EF sont animés 
d'une même vitesse v. 

On prouverait de même que, lorsqu'un liquide pesant sort par 
un orifice noyé, c'est-à-dire lorsque la veine liqmde pénètre dam 
un liquide en repos^ la vitesse de F écoulement est égale à la ri- 
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tesse due à la différence de hauteur comprise entre le niveau 
du liquide- dans le bief d* amont et le niveau du liquide dans le bief 
d'aval. 



APPLICATION DE i/ÉQUATIO?I DES FORCES VIVES AUX MACniKES 

HYDRAULIQUES. 

134. Les machines hydrauliques sont mises en mouvement 
par une chute d*eau. Considérons, pour fixer les idées, une 
roue hydraulique (fig. 70), sur les aubes ab, a!b'...dQ laquelle 
l'eau agit en passant du bief d'amont AB au bie f d' aval CD . 

Le mouvement du liquide est sensiblement permanent, le 
système mobile se retrouvant dans une situation exactement 
semblable à celle qu'il occupait, au bout du temps très court 
que l'aube ab met à prendre la place de l'aube suivante a'b\ 
Appelons cette durée, et appliquons le théorème des forces 
vives à la masse liquide pendant cet espace de temps. 

Faisons deux sections transversales, l'une, EF, un peu en 
amont de la roue, Tautre, GH, un peu en aval. Tout filet liquide 
qui traverse la section EF en un point m se retrouvera dans la 
section GH en un certain point n. Soit o) la section du filet et 
V la vitesse de Peau au point m. 

Le volume écoulé pendant le temps sera cotfO, et le volume 
total, débité par la section, sera 2(i)t;0 = 02(i)t;=Qô, en dési- 
gnant par Q le débit du cours d'eau par unité de temps. 

Pendant le temps 0, la seclion EF se transporte en ET', et 
si l'on admet que la vitesse i; soit commune à tous les filets, 
la distance parcourue est égale à vO. 

Soient v', co^ les quantités analogues relatives au filet n 
dans la section GH. Le volume débité pendant le temps sera 
encore QO, et la section GH s'avancera à G'H', en parcourant 
une longueur u'O. 

La partie du système liquide comprise entre les sections 
E'F' et GH est composée aux deux époques des mêmes mo- 
lécules animées des mêmes vitesses ; l'accroissement dé force 
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vive entre les deux époques est donc la difTérence entre h 
force vive de la masse GHH'6' et la force vive de la masse 
EFF'E', ce qui donne 

Nous égalerons la moitié de cette différence à la somme al- 
gébrique des travaux subis par le système. Or les forces qui 
agissent sont la pesanteur, la pression atmosphérique, les 
pressions propres du liquide, la résistance opposée par la 
roue, enfin certaines résistances accessoires, analogues aux 
résistances passives. 



E j ;_ Dy _\ 







Fig. 70. 

Le travail de la pesanteur est égal à celui qui rèsullerait 
du passage de la masse EFF'E' dans la section GIIH'G'. Le poids 
de cette masse est IlQO. Soient h et h' les profondeurs du cours 
d'eau dans les sections EF, GH ;zeiz' les hauteurs des niveaux 
E et G au-dessus d'un môme plan horizontal ZZ'. Le centre de 

gravité de la masse d'amont sera à la cote» — ^, et celui de 

h' 
la masse d'aval à la cote z' — x-» les sections élant supposées 

rectangulaires. Donc le travail de la pesanteur est 

La pression atmosphérique peut être considérée comme 
agissant sur tout le pourtour du volume liquide, car elle 
se transmet dans les sections d'amont et d'aval, ainsi que sur 
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les parois latérales. Son travail est nul, puisque le liquide ne 
change pas de volume (g 111)- 

Les pressions latérales ne donnent pas de travail non plus, 
si on les suppose normales aux chemins décrits par leurs 
points d application. 11 n*y a plus à compter que les pressions 
d*amont et celles d*aval, dans les sections EF et GH, abstrac- 
tion faite de la pression de l'atmosphère. 

Elles se répartissent dans ces deux sections suivant la loi 
hydrostatique (g 152). 

La pression moyenne dans la section EF est égale à la pres- 
sion sur le centre de gravité, ou à II ^ ; elle s'applique à toute 

la section EF; son travail s'obtiendra en multipliant II ^ par 

la section EF, puis par le chemin décrit vO, ce qui revient à 
multiplier par QO. Donc, enfin, le travail de la pression 

d*amont, qui est mouvante, est égal à -h n ^ X QO ; le travail 

de la pression d'aval, qui est résistante, est de mémo 

— n^xQo. 

Le travail de la résistance de la roue est égal et contraire 
au travail des actions normales exercées par Teau sur la 
roue, ou au travail moteur transmis à l'appareil. Nous 
représenterons ce travail par T»0, en appelant T, le travail 
transmis à la roue dans Tunité de temps. 

Enfin, nous désignerons par — Tf la somme des travaux des 
résistances accessoires, rapportés à l'unité de temps. 

L'équation des forces vives nous donne, en définitive, 

OU bien, après réduction. 
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nQ -77- est la demi-force vive de Teau débitée dans Tuailé 

de temps par le canal d'amenée. 

(2 — s') X nQ est le travail dû à la chute de superfide. C'est 
le produit du poids de l'eau par la hauteur de chute % — ^. 

nQ jr- est la force vive conservée par l'eau quand elle quitte 

la roue. 

Enfin T^^est le travail dû à la viscosité, aux frottements du 
liquide contre le lit du canal, contre les aubes, contre lai- 
même. C'est un travail toujours négatif. 

Le travail recueilli par la roue augmente avec la chute 
z — 2' ; il augmente aussi à mesure que la vitesse t^ et le 
terme T^^ diminuent. Aussi le meilleur récepteur hydraulique 
serait-il celui oU Veau entrerait sans choc, et d'oU elle sortirait 
sans vitesse. Si elle entre sans choc, le terme T^ est sensible- 
ment nul; si elle sort sans vitesse, v' est égal à zéro. Hais il 
est impossible de satisfaire complètement à ces conditions. 

Le terme nQ ( » — a' -f- ^ J représente la fuissmice absù- 

lue de la chute, elle travail utilisé par le récepteur n'est jt- 
maîs qu'une fraction de cette puissance. C'est celte fraction 
qui mesure le rendement de la machine. 



FORMULE DE M. GERARDIN. 

155. La nouvelle forniule des moteurs hydrauliques de 
M. Il.Gérardin* est fondée sur l'emploi de l'équation des mo- 
ments des quantités de mouvement, appliquée à la masse 
fluide, par rapport à l'axe de rotation du récepteur; cette 
méthode a l'avantage d'éliminer les forces intérieures. 

Considérons à l'instant t une portion de fluide agissant sur 
la roue et comprise entre une section d'amont du canal 
d'amenée et une section d'aval du canal de fuite. 

» TMorie des motcurt hydrauliques. Paris, 1872, GauUiier-Villan 
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Soit m la masse d*une molécule, 
u sa vitesse, 

p sa distance à l'axe du récepteur, 
a Tangle que fait la vitesse u avec l'arc inGniment pe- 
fit que décrirait dans le temps dt le point géométrique occupé 
par la molécule m, s'il était entraîné par la roue ; 

9 la vitesse angulaire, constante ou variable, de la roue. 

Le produit muxpcosa sera le moment de la quantité de 
mouvement de la masse m par rapport à l'axe ; Z tnupcosa 
représentera la somme de ces moments, étendue à toutes les 
molécules comprises entre les limites indiquées. 

Appelons M la somme des moments, par rapport à Taxe de 
ia roue, des forces extérieures qui sollicitent la masse fluide, 
à Texception des réactions exercées par la roue sur les molé- 
cules qui la touchent; les forces comprises dans la somme M 
sont donc la pesanteur, les pressions du fluide environnant, 
les pressions normales des parois fixes, la résistance de Tair 
et les frottements des parois. 

Suit (A la somme des moments par rapport au même axe des 
actions exercées par la roue sur la masse fluide; — p. sera la 
somme des moments des réactions du fluide sur la roue. 

Appliquons le théorème des moments des quantités de 
mouvement à la masse fluide pendant un intervalle de temps 
dt infiniment petit. Nous aurons 

d{ïmupcosx) = (M — fijdif 

d'où l'on déduit 

Multiplions par (fdtj angle décrit par la roue pendant le temps 
dt; le produit (jLXfdf sera le travail élémentaire dT transmis 
à la roue, et on aura 

rfr = Mçxtt — fpd[lmupcosa), 

formule très remarquable en ce qu'elle ne repose sur aucune 
hypothèse, et qu'elle ne suppose ni la permanence du régime. 
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ni la continuité de la masse fluide en mouvement. Le travail 
transmis dï n'est d'ailleurs pas entièrement utilisé par h 
roue; la meilleure utilisation correspond au cas où la vitesse 
angulaire 9 esl constante; autrement une porlion du travail 
moteur est employée en pure perle à produire les variations 
de vitesse du corps tournant. 



CHAPITRE III 

PRINCIPES DE LA THÉORIS MÉCANIQUE DE LA CHALEUR. 



156. La chaleur est une source de travail; inversement, le 
travail mécanique est une source de chaleur. Envisagée à ce 
point de vue, la chaleur est assimilable à la force vive, car le 
mouvement de tout système matériel présente une suite d'é- 
changes enlre la force vive et le travail des forces extérieures 
et intérieures. La théorie nouvelle de la chaleur n^est que le 
développement de ce premier aperçu. 

Le phénomène le plus apparent parmi les faits calorifi- 
ques est résumé par le mot de température; c'est ce phéno- 
mène qui nous conduit à distinguer les corps plus chauds 
des corps plus froids. On sait depuis longtemps que cet 
effet n*est pas le seul que la chaleur produise. Un bloc de 
glace à 0'', que l'on échauffe, fond et se change en eau 
liquide sans que sa température s'élève. La chaleur qui s'y 
introduit, dite chaleur latente de fusion, n'est pas scnsibliî 
au thermomètre. De môme, la chaleur qui est employée à 
réduire de l'eau liquide en vapeur, à 100^ et sous la pres- 
sion normale atmosphérique, n'élève pas la température de 
Teau, mais produit son changement d'état; c'est la chaleur 
latente de vaporisation. Dans les deux cas, la quantité de cha- 
leur qu'on fait pénétrer dans le corps opère un certain travail, 
celui de la désagrégation des molécules, qui, de solides, devien- 
nent liquides ou gazeuses, et ce travail équivaut à la chaleur 
employée à le produire. L'étude dos gaz a fait reconnaître une 
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propriété analogue. Quand on échauffe un gaz en vase clos, 
sans lui permettre d'occuper un plus grand Toluroe, sa tem- 
pérature s'élève d'un certain nombre de degrés pour une 
quantité déterminée de chaleur qui lui a été communiquée, 
et en même temps sa pression s'accroiL Si, au contraire, oq 
réchauffe du même nombre de degrés en laissant son voluoie 
augmenter de manière que sa pression reste constante, on 
constate qu*il faut lui communiquer une quantité de chaleur 
plus grande. Dans le premier cas, la chaleur n'a servi qu'a 
échauffer le gaz; dans le second, une partie a servi à pro- 
duire TéchaufTement, et Pautre s'est transformée dans le tra- 
vail de Texpansion du gaz. 

La quantité de chaleur renfermée dans un corps esl mesurée, 
d'après les nouvelles idées, par la somme des forces vives des 
molécules correspondantes à des mouvements vibratoires 
insensibles. Nous avons reconnu (III, § 186) qu'à un insUint 
donné la force vive totale d*un système matériel se décom- 
pose en deux parties : Tune est la force vive due à la transb- 
tion du système, supposé concentré en son centre de gravité; 
l'autre est la force vive dans le mouvement relatif h des axes 
de directions constantes menés par le centre de gravité, i 
ces deux parties, il faut ajouter la force vive due aux vibra- 
tions insensibles des molécules matérielles autour de leurs 
positions moyennes, et c'est ce terme qui mesure la quantité 
de chaleur contenue dans le système à l'instant considéré. 



DÉnNlTION DE l'ÉQUIVALEKT MÉCANIQUE DE LA CHALErR. 

157. On appelle ca/on> la quantité de chaleur nécessaire 
pour élever d'un degré centigrade la température de l'unité 
de poids d'eau liquide. C'est l'unité qui sert à évaluer les 
quantités de chaleur. 

La chaleur spécifique d'un corps est le nombre de calories 
qu'il faut employer pour élever la température de ce corps 
d'un degré centigrade. Cette définition n'est pas complète; car 
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u le corps en s'ëcliaulTanl se dilate et accomplit un certain 
travail, la quantité de chaleur nécessaire pour élever d'un 
degré sa tcmpùralure est supérieure û celle qui sufïit lorsque 
le volume reste le même. De la deux chaleurs spécifiques, 
l'une à volume constant, l'autre à pression constante; ces 
deux qunnlilés différent pour tous les corps; mais la dif- 
Cèrence, peu considérable pour les solides et les liquides, dunt 
la dilatation est toujours faible, acquiert une valeur très 
sensible pour les gaz, dont lo coeflicienl de dilatation est plus 
élevé. 

La chaleur latente de fusion ou de vaporisation d'un corps 
est la quantité de chaleur nécessaire pour fondre ou pour va- 
poriser l'unité de poids du corps, pris aous une pression défi' 
Mmt; celle dernière condition est peu importante pour la 
ftlsion, mais elle a, au contraire, une importance capitale en 
ce qui concerne ta vaporisation. 

13H. Le travail accompli dans la fusion d'un solide ou la 
mporisalion (l'un liquide consiste, en grande partie, en un 
travail intérieur difficile à évaluer. Il en est île même du 
travail de la dilatation d'un solide, car outre le travail exté- 
rieor accompli sur le milieu ambiant, et égal au pivj- 
doît de la pression du milieu pir la variation du vo- 
lume l§ UI), on doit compter le travail intérieur du aux 
déplacements relatifs des molécules, et cette seconde partie 
échappe à toute mesure précise. Pour trouver avec exactitude 
le rapport du travail à la chaleur, il convient donc de choisir 
comme exemples les corps dont les dilatations ne donnent 
lieu à aucun travail intérieur : les gat permanents étant parmi 
les corps ceux dont les molécules ont le plus d'indépendance 
et le moins de viscosité, satisfont mieux que tous les au* 
très â cette condition, et c'est sur l'étude qu'on en a faite que 
Ton peut fonder ta nouvelle Ihéoric. 

159 Prenons un mètre cube d'air sec, à la température 
tbn du thermomètre centigrade, et sous la pression normale 
de 760 millimètres de mercure, ou de 10,340 kilogrammes 
par mètre carré. 
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Portons la température de cette masse gazeuse à t degrés, 
en supposant d'abord que le volume reste le même, la pres- 
sion augmentant en conséquence. Le nombre des calories i 
introduire dans le gaz est alors égal à 0,1685 par kilogramme 
et çzï ûegré; ce nombre 0,1685 est la chaleur spédfi^ie 
Vair à volume constant; or le mètre cube d'air à 0* et sous ii 
pression normale pèse 1^",299 ; donc la quantité dechaleareih 
ployéc à l'échaufTement du gaz, sans production de travail eilè* 
rieur, est le produit 0,1685x1, 299xt=0*^'',2188815x:. 

En second lieu, échaufTons la même masse du même m» 
bre de degrés, en laissant le volume s'accroître de manièrei 
maintenir la pression constante. Chaque unité de poids à 
gaz absorbera une quantité de chaleur égale à 0,2375 |V 
degré délévation de température ; 0,2375 est la chalewr 9^ 
cifique de Vair à pression constante; cela représente en W 
une quantité de chaleur égale au produit 

0,2375 X 1,299 X t = 0"»,3085125 x t. 

Celte quantité de chaleur se décompose en deux paris: 
l'une, égale, comme tout à l'heure, à 0,21 88815 t, estlacb 
leur absorbée pour réchauffement du gaz, c'est celle qui (tas 
la masse rcsle sensible au thermomètre; la seconde, égale i 
ladiflérence (0,5085125 — 0,21888I5)t ou à O,O89C510Xm 
sVsl convertie en travail et représente le travail accompli par 
la dilatation du gaz. 

Or, lorsqu'une masse fluide, soumise de tous côtés à uoe 
pression constante, augmente de volume, le travail prodoil 
sur le milieu ambiant est égal au produit de la pression pir 
la variation de volume (? Hi). L'air atmosphérique, eia 
général tous les gaz permancnis ont le nombre 0,00567 pour 
coeKicient de dilatation; ce nombre indique de quelle fradiun 
le volume augmente, sous pression constante, quand la teiD- 
pérature s'accroît de 1^. Le travail cherché sera le produit 
de O^OO'jCTxt par la pression atmosphérique, 10540 kilo- 
grammes, ce qui donne 

57,9 i 7^0 X T. 



DE L\ OIALEtin. 



: le rapport du travail accompli ù la chaleur employée 
Ile pioiliiire est le nombre 



sl-à-dire que, dans l'expérience conduite ccnime nous l'n- 
s indiqué, une calorie se IrBnsrorme en un travail de 423 ki- 
[ramroèlres, ou équivaut à celle quantité de travail. 

. En général, soit V un certain volume de gaz, à la (em- 
rature zlto, sous la pression p ; soit II le poids spécifique 
E gaz sous cette pression et à retle température. Appelons 
I chaleur spécilique à pression constante, c^ sa chaleur 
cifîque à volume conslani, et a son cocfricienl de dila- 
m. 

i nous portons la température du goi b v degrés, la quan- 

6 de chaleur à lui communiquer sera égale à nVxc,T quand 

lume reste constant. Lorsque le volume augmente et que 

■ssion reste constante, l'augmenlalion de volume est égale 

pîVx XT, et le travail produit par to dilatation est 

;iVx«r. 

Il Or la quantité de chaleur employée pour produire ce résul- 



I De celte quanlilé, ta partie nV x c,t est employée à echauf- 
plc gai; le reste, nVx (c — f,)-, est transformé en travail. 

Ile rapport du travail produit ù la chaleur correspondante est 
■I à la fraction 



^P'ill 



nvx(ë-f,)r 



. p^ 



-Ci) 



Ce nombre est indépendant du volume V soumis à l'expé- 
rience et de l'écart des températures. Reportons nous h l'équa- 
lion de Mariotte et de Gay-Lussac (g 69) ; on pourra l'écrire, 
y faisant t=: 0, 
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puisque p est lai pression, el n le poids spécifique du gaz à la 
température t=0. Nous en déduisons 



en remplaçant lia, par une autre conslanle : R est alors la con- 
slantc qui entre dans la formule de Mariolte et de Gay-Lussae 
mise sous la forme 

au lieu de 

La première forme est plus commode que la secondeyCt elle 
conduit à exprimer la température d'un corps par le nombre 

. 4. T au lieu du nombre t. Cela revient à descendre le zéro 

a 

{ 

de la graduation centigrade à - degrés, ou à 273*, au-dessous 

du zéro défini par la température de fusion de la glace. Ce 
nouveau zéro est appelé le zéro absolu; si la température da 
gaz pouvait descendre à ce degré du thermomètre ordinaire, 
sa pression deviendrait rigoureusement nulle. 

Soit la température mesurée à partir du zéro absolu, 
ou ce qu'on appelle la température absolue : on aura Téquation 
forl s^^nple 

n 

pour lier ensemble la pression, le poids spécifique et la tempé- 
rature d'une masse gazeuse. Le rapport du travail produit à la 
chaleur employée à le produire est donc 

])x H 

U{c — Cl) c — C|' 

C'est ce rapport qu'on appelle équivalent mécanique de la duh 

c — — c 
leur ; Tinverse, .. * , est r équivalent calorifique du travail. 

Comme on vient de les définir, ces nombres pourraient étrecon- 
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âdèrés comme des constantes spécifiques, variant avec le 
corps soumis aux expériences. Nous ferons voir au contraire 
que Téqui valent mécanique de la chaleur est constant d'une 
manière absolue; si Ton constate de petites différences entre 
les résultats que l'on obtient en en cherchant la valeur par 
diverses méthodes, ces différences tiennent à Tincertitudequi 
règne sur la détermination des coeriicienls empiriques des 
formules, et on est certain qu'elles s'effaceraient si les nom- 
bres admis dans les calculs étaient connus avec une parfaite 
rigueur. 

ÉQUATIONS FONDAMENTALES. 

140. Nous considérerons dans ce qui suit l'unité de poids 
d'un corps quelconque ; n étant le poids spécifique de ce corps, 
dans des conditions déterminées de pression et de tempéra- 
ture, le volume V de l'unité de poids dans les mêmes condi- 

lions sera représenté numériquement par la fraction -. C'est 

ce nombre, inverse du poids spécifique, que nous appellerons 
le volume spécifique du corps. 

Étant données deux de ces trois quantités, pression^ tempé- 
rature^ volume spécifique^ la troisième est entièrement déter- 
minée; désignons par la température absolue, par p la pres- 
sion, par V le volume spécifique : nous aurons entre ces trois 
quantités une relation delà forme 

(1) fl = /{p. V), 

sans rien préjuger d'ailleurs sur la nature de la fonction f. 
La quantité de chaleur contenue dans i unité de poids d'un 
corps, ou quantité de chaleur interne^ dépend des mêmes élé- 
inents, pression, volume spécifique, température, et comme 
la température est déjà exprimable par une fonction de p et Y, 
on aura, en représentant par U la chaleur interne et par F une 
nouvelle fonction, 

(2) U = F(p, V), 

Lorsque le corps considéré reçoit du dehors une quantité 
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Q de chaleur et qu'il se dilate en passant du volume Y au ta- 
lume Vp sous des pressions variables d'après une loi déte^ 
minée, la quantilë Q se partage en deux parts : Tune s*ajoule 
à la chaleur interne U, et Ta mène à la valeur U^ ; l'autre est 
transformée en travail ; or le travail produit par la dilatatka 
du corps est exprimé par l'intégrale 

Appelons A l'équivalent calorifique du travail, considéré 
provisoirement comme une constante spécifique relative aa 
corps dont il s'agit. La quantité de chaleur employée k pnh 
duire cette quantité de travail sera 

et nous aurons la troisième équation 

(3) Q = U,-U + AJ^^*;>rfV. 

La théorie mécanique de la chaleur est le développement de 
ces trois équations. Elle est fondée sur deux principes que 
nous allons exposer après avoir établi quelques nouvdlcs 
définitions. 

CYCLE DIRECT, INVERSE. — REPRÉSEr«»TATION DES CYCLES. 

141. Les quantités p et Y sont, dans la théorie de la cha- 
leur, des variables indépendantes eo 
y fonction desquelles peuvent s'exprimer 

les quantités U et 0. 

Traçons dans un plan deux axes 

rectangulaires OX, OY; nous pren- 

Dm!iir~B' T drons le premier pour axe des volumes 



M 

/ 



j,. ^^ spécifiques Y, le second pour axe des 

pressions p ; h un point quelconque A 
du plan correspondent une abscisse OB qui représente une 
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valeur de Y, et une ordonnée A6 qui représente une valeur de 
p ; ces deux quantités définissent complètement tétat thermi- 
que du corps considéré. Pour abréger, on dira que le corps est 
àVéUUk^ pour exprimer qu'il a un volume spécifique V=OB, 
une pression p=BA, la température étant donnée par 
l'équation (1), et la quantité de chaleur interne U parTéqua- 
tion (2). 

La suite des états thermiques d*un corps qui passe succes- 
sivement par différentes valeurs de p et de Y est représentée 
sur répure par une certaine ligne AA'. Considérons sur cette 
ligne deux points infiniment voisins M, M\ et menons les or- 
données Mm, Wm\ L'intervalle mm! sera la variation dY du 
volume occupé par le corps quand il passe de Tétat H à l'état 
M\ et Tordonnée mVL représentant la pression p. Taire infini- 
ment petife Mmm'M' est égale au produit pdV, et mesure le tra- 
vail élémentaire extérieur accompli par l'unité de poids du 
corps, quand son état passe de M en H'. On en conclut que 
l'aire ABB'A', comprise entre l'axe des volumes, les ordonnées 
extrêmes, et la courbe des états successifs, est égale au tra- 
vail total produit par l'unité de poids du corps quand il passe 
de Tétat A à l'état A'. 

On voit du même coup que la ligne AMA% qui définit les 
états successifs du corps, n'est pas sans influence sur la 
quantité de chaleur à introduire dans le corps pour l'amener 
de l'état initial A à l'état final A' ; car l'équation (3) nous 
montre que cette quantité de chaleur Q est la somme de deux 
parties, dont Tune, U^ — U, dépend seulement des positions 

des points A' et A, et dont l'autre, A I pdY, est proporlion- 

neUe à Taire AMA'B'B. 

Supposons qu'après être parti de l'état A et avoir atteint 
rétat A', par la route AMA% le corps revienne à l'état initial A 
par une autre route A'iaA (fig. 72) ; les quantités U et se re- 
trouveront les mêmes au commencement et à la fin de cette 
évolution, et par suite la quantité totale Q de chaleur exté- 
rieure introduite dans le corps pour l'accomplir se réduit au 
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lermeA i prfV, l'intégrale élaiil prise le long du circuit fermé 

AMA'ijlA; cette intégrale, dans laquelle les aires m^îx'm' doiveal 
élrc comptées négativement, repré- 
sente l'aire de ce circuit. Donc, tort- 
qu'un corps accomplit mie éeolutm 
complète qui leramétie à son état fni- 
milif, le travail produit par unité de 
- poids est représenté par l'aire du rir- 
aiit fermé correspoitdaut à cette éro- 
liiiion, et la chaleur dépensée M le 

proihtit de cette aire par l'équivalent calorifique. 

Si, au lieu de faire suivre au corps la ligne AMA'i^A dans le 

sens des lettres, on lui fait suivre la même ligne dans le seni; 

inverse. A|j.A'MA, les aires élémenlairos vont toutes changer de 

signe; leur somme deviendra donc négative, et représentera. 

non pas un travail accompli par le corps sur le milieu sm- 

biant, mais un travail siéi par le corps de la part de ce milieii; 

en môme temps, la quantité Q de chaleur, égale encore à 

A / jj(/V,scraiiégalive, et, priseenvalcurabsolue, représentera 

la quantité de chaleur émise par le corps au dehors. 11 y a donc 
lieu de distinguer le sens dans lequel s'opèrent les évolaliom 
complètes, qui ramènent un corps h son état initial. Nous ap- 
pellerons cijcle direct l'évolulion dans le sens AMA'jaA, qui 
exige l'emploi d'une certaine quantité de chaleur, el qui fait 
produire au corps un travail positif; el cycle inverse, révolu- 
tion A|j.A'MA, qui suppose un Iravail extérieur exercé sur le 
corps, et le dégagement au dehors d'une quantité de chaleur 
proportionnelle. 

Au moyen des cycles directs, on pourra donc transfonoer 
la chaleur en travail, comme cela a lieu dans la machine à n- 
peur et les autres machines thermiques. Au moyen des cycle» 
inverses, on pourra transformer le travail en clialeur : c'est ce 
qui a lieu, par exemple, dans la locomotive pendant le ren- 
versement de la vapeur. 
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L*éQUITALENT MÉCANIQUE DE LA CnALEUR EST CONSTAITr. 

142. Pour démontrer celte proposition, qui est la base 
même de la théorie mécanique, nous admettrons comme 
axiome qu'on ne peut pas pltis créer ou détmire de la chaleur 
que du travail; nous saTons qu'il est impossible de créer gra- 
tuitement du traTail (g 14), et comme la chaleur peut se 
transformer en travail, la création du travail résulterait de la 
création de la chaleur, si cette dernière création n'était pas 
paiement impossible. 

Prenons deux corps différents X et Y ; soumettons le pre- 
mier à une série de m cycles directs^ dans chacun desquels 
nous produirons un travail T en dépensant une quantité de 
chaleur Q. Soumettons le second à une série de n cycles in- 
verses^ dans chacun desquels nous exercerons sur le corps un 
travail T' qui produira une quantité de chaleur (y. Puis faisons 
le compte des quantités de chaleur dépensées et produites, et 
des quantités de travail produites et dépensées dans ces m + n 
opérations. 

La quantité de chaleur totale dépensée est mesurée par la 
différence mQ — nQ', et la quantité de travail produite est de 
fiiT — nV. On peut toujours, en choisissant convenablement 
les entiers m et n, rendre aussi petite qu'on voudra l'une de 
ces deux différences. Or je dis qu'elles s'annulent ensemble, 
car, n'admettant dans toutes les opérations faites que des 
échanges de chaleur en travail et de travail en chaleur, si nous 
avons 

mQ — >iQ' = 0, 

sans avoir aussi mT — nT'=0, il y aurait création de travail 
positif ou négatif sans dépense équivalente, c'est-à-dire créa- 
tion gratuite et spontanée de travail. De mémo, si nous avons 
mT — iiT' = 0, nous devons aussi avoir mQ — nQ'=0, sans 
quoi il y aurait création ou destruction de chaleur sans dé- 
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pense ou sans production de travail, ce qui est également 
impossible. On a donc a la fois 

On en déduit 

et par suite 

t ~ V 

Ce rapport, qui n'est autre chose que Féquivalcnt calori- 
fique du travail, ou Tinverse de Tcquivalent mécanique, eil 
donc le même pour les deux corps X et T, ce qui revient i 
dire qu'il est le même pour tous les corps. 

rREVlÈRB UN ou LOI DB VETBR OU DB iOULB. 

143. Nous pourrons formuler comme il suit la première 
bi de la théorie mécanique de la chaleur, en disant avee 
M. Ad. Him : 

Toutes Us fois que la chaleur j en agissant sur un corps fwf- 
conque, donne Heu à la production d'un travail mécanique re- 
cueilli en dehors de ce corps, il disparaît une quantité de chaleur 
proportionnelle au travail produit; 

Et réciproquement, toutes les fois qu'un travail mécanique est 
consommé eti actions quelconques sur un corps^ il apparaît wês 
quantité de chaleur proportionnelle à ce travail dépetisé. 

Le rapport qui existe entre les quantités de chaleur disparues 
ou apparues et les quantités de travM produites au eonsam' 
mees est une constante. 

DÉTERMINATION CÉXÉRALE DE L'ÉQUIVALENT MÉGAKIOUB. 

144. Prenons un corps quelconque dont Tétat thermique est 
défini par le point A, rapporté aux axes OX, OT des volumes 
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et des pressions, et faisons-lui accomplir un cycle direct, re- 
présenté par les côtés du rectangle infiniment petit, ABCD. 

Soient p et V la pression et le volume spécifique en A; 
p -h Jp, Y seront ces mêmes quantités 
correspondantes à Tétat B; de même 
pH-d/i et V + dV correspondront à 
rétat C, p et V H- dV à létal D. 

Le travail accompli sera mesuré par 
l'aire ABCD, ou par dpdS; et par suite 
la quantité de chaleur Q qu'il faut ' pj ^ 
introduire dans le corps pour produire 
ce travail en accomplissant l'évolution complète ABCDA,estle 
produit kdpdV. 

Cherchons les quantités de chaleur qu'il faut successive- 
ment introduire dans le corps pour lui faire parcourir les 
quatre côtés du rectangle. 

Appelons e la chaleur spécifique du corps à pression con- 
stante, et c^ la chaleur spécifique à volume constant; ces 
quantités peuvent être variables avec Tétat thermique du 
corps; nous admettrons donc que c et c^ représentent les va- 
leurs de ces quantités relatives au point A ; aux autres som- 
mets du rectangle, elles seront égales à c et c^ augmentées de 
leurs différentielles, partielles ou totales. 

Pour faire passer le corps de A en B sans changement de 
volume, il faut introduire une quantité de chaleur q égale au 
produit de c^ par la différence des températures. Or cette dif- 
férence est la différentielle de relative à p seul, et on aura 

Soit (f la quantité de chaleur nécessaire pour amener le 

corps de l'état B à Tétat C, la pression restant constante et 

^le à p-f-dp; la chaleur spécifique à employer ici est la 

:]ialeur spécifique à pression constante c, augmentée de sa 

de 
lifférentielle partielle relative à p; ce sera donc e+j-dp; or 



SI 

b t«9D;*Ér2taTe est 



en B 



eienC 






-'<;rt^i('+**)'"= 



est 



donc enfin 






11 s^agit ensuite de ramener le corps de Tétat C à TéUtl, 
en suivant le chemin CDA, et en lui enlevant certaines qou- 
tilés de chaleur, if pour le trajet CD, et f pour le trajet Di 
Or ces quantités à enlcTer au corps sont égales en valeur ab- 
solue à celles qu*il faudrait y introduire pour le faire passer 
de Fétat A à TéUt D par le chemin AD, puis de l'état D i Fê- 
tât C par le chemin DC. 

De A à D, la quantité ^' serait égale au produit 

cl de D à C, la quantité q' serait donnée par la formule 

On voil qu(^ q'" et if se déduisent respectivement de çetç' 
en ( hangeant 



dj^sy 



en 



r 

Y 



V. 



La quantité de chaleur dt'ponsée par le circuit ADCDA eà 
égale à ^ H- 7' — (f — 7'", ou bien à 

c. ,,^, dp 4- (c -f- ,^^ <//> j (^^y rf> 4- 5-^ dpdS^ 



Î^V-(c.-|-i^/v)(J^^, 



+ 



dpii\ 



dj?d\\ 
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Réduisant, eflaçant les inflnimcnt pelils du troisième or- 
dre, et égalant à kdpdv^ il vient 

et par conséquent, en supprimant les facteurs dpdSj 

... , . (1*9 , de d9 de. c/9 . 

équation générale qui donne l'équivalent calorifique du tra- 
vail, et qui, appliquée à un corps quelconque, doit fournir 
pour A la même valeur. 

On peut déduire Téquation (4) de la considération des équa- 
tions (1), (2} et (3). 

IKfTérentions ces trois équations. Il vient 

Soit c la chaleur spécifique à pression constante, c^ la cha- 
leur spécifique à volume constant. 

La quantité de chaleur introduite dans le gaz quand la pres- 
sion reste égale à p, et que le volume varie de dV, est égale à 

rfô 
edO=c-7y dV; mais une partie de cette chaleur se transforme 

en un travail égal à ApdV; le gaz ne retient donc sous forme 

de chaleur que ( c ^ — Ap j dV, et par suite 

ta' _ do 
ds-'^dx^^P' 

Si, au lieu de faire varier le volume, on fait varier p, le vo- 
lume V restant constant, la quantité de chaleur introduite dans^ 

le gaz pour un accroissement dO est égale à c^dO =c, -r- dp, et 
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celte chaleur reste i Télat de chaleur, puisqu'il n'y a pas de 
(ravail produit. Donc 

du dB 

Prenons la dérivée de la première équation par rapport k p, 
la dérivée de la seconde par rapport à Y, et jalons ces deux 
dérivées qui doivent être identiques. Nous aurons en défini- 
live Téquation 

<f«Q . àc dB rf*0 dci de 

^ dSdp'^dpdS '^'^^^dpdS'^dS dp' 

qui n'est aulre que Téquation (4). 

145. Appliquons cette formule aux gaz permanrats, pour 
lesquels on a Téquation 

pV = Rtf. 

On sait, par l'expérience, que la chaleur spécifique k 
pression constante, c, ne varie pas avec la pression, de 

sorte que ;7-=0* On n'a pas aussi bien vérifié que -^soit 

égal à zéro, mais celte constance de la chaleur spécifique k 
volume constant avec le volume spécifique parait du fflOÎDS 
très probable. On a donc simplement pour les gaz 

(4 bis) A = (c — C|) "^^^ 



dpdS 

Or 

d*e _ \ R ; _ 1 



Donc enfin A= ^ — jr-^, ou E = - = , formule que 

nous avions déjà trouvée directement (§ 139). 
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146. On peut tracer sur l'épure certains lieux géométri- 
ques qui jouent un rdie important dans la Ihëorie de la cha- 
leur. Parmi ces lignes, on doit mentionner les itothemus et 
les lignes adii^tiques. 

Les iiotherme» sont définies par l'équaUon générale 



[*) 



9 = f{p.1). 



dans laquelle on donne succesabremenl i 6 dilTérentes va- 
leurs constantes. Pour les gaz permanents, les l%nes iso- 
thermes sont une série d'hyperboles, qui ont les axes coor- 
donnés pour asymptotes, car l'équation (1) devient dans ce 
cas parliculier 

Nous supposerons que les deux courbes MN, PQ soient des 
lignes isothermes pour le corps _,, ,^ 
soumis aux expériences , et 
qu'elles correspondent, la pre- 
mière à la température 9,, la 
seconde à la température 9,. 

Une ligne adiabatique, ou de 
nulle transmission , définit les 
étals thermiques successifsque 
le corps peut prendre sans re- 
cevoir de chaleur extérieure, 

ou sans en émettre au dehors. C'est une ligne de détente tutu- 
reUe. L'équation (3) nous a donné 

L'équation des lignes adiabaliques est Q = 0, ou bien 
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ce qui revient encore à 

U + A / j>dS -= constante» 

OU, en différentiant, à 

rfU -H kpdS = 0. 

Comme U est connu en fonction de p et de Y par Tiqua- 
tion (2), on obliendra Téquation générale des lignes adiabi- 
tiques en intégrant celte équation différentielle. 

147. Soient RS, TU, deux de ces lignes; elles coupent les 
deux isothermes en quatrc^oints, A, B, C, D, et forment ainsi 
un contour fermé, qui peut servir de guide à un cycle direct 

ou inverse. 

Le cycle direct s'opère dans le sens ABCDA ; de A en B, k 
volume du corps est réduit de l'abscisse Oa à l'abscisse Oft; sa 
pression est portée de l'ordonnée ak à l'ordonnée frB; enun 
mot, le corps subit une compression qui élève sa température 
de la valeur 0^ correspondante à Tisotherme MN, à la iraleur 
0| correspondante à l'isotherme PQ ; et dans ce changement 
d'état thermique, le corps ne reçoit ni n'émet de chaleur, 
puisqu'il suit une ligne adiabatique. 

De B en C, la température 0^ reste constante, puisque le 
corps suit risotherme PQ, mais le volume augmente de 06 à 
Oc; en même temps, la pression diminue de bB à cC, et pour 
accomplir celte expansion sans diminuer la température du 
corps, il est nécessaire d'introduire une certaine quantité Q 
de chaleur extérieure. Nous supposerons que cette quantité 
soit fournie par une source indéfinie de chaleur à la tempé- 
rature 0^, avec laquelle le corps sera mis en communication 
pendant toute la durée de la seconde période. Nous appelle- 
rons cette source source supérieure. 

De C en D, le corps suit une ligne adiabatique, et ne 
reçoit ni n'émet de chaleur ; il subit une expansion, puis- 
que le volume passe de la valeur Oc à la valeur plus grande 
Or/p et sa pression diminue de cC à dD; cette expansion s*o* 
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ère aux dépens de la chaleur interne du corps, dont la tem- 
érature tombe de la \aleur 0^ à la valeur 6^. 

Enfin de D en A, la température du corps conserve la va- 
3ur Op-, sa pression augmente de dd àaA, son volume dimi- 
ue de Od à Oa, et celle double modification exige que le 
orps émette au dehors une certaine quantité de chaleur Q'. 
fous supposerons encore que celle quantité de chaleur soii 
ecueillie par une source inférieure de chaleur, à la tempéra 
lire Oç, avec laquelle le corps sera mis en communication 
endant toute cette période. 

Il y a donc, dans le cycle direct, quatre périodes à consi- 
érer : dans la première AB et la troisième Ci), la chaleur 
fiteme du corps est seule employée à produire les change- 
nenls d*état thermique. Dans la seconde BC, il y a emploi 
/une quantité Q de chaleur empruntée à la source supérieure, 
t dans la quatrième, il y a émission au dehors d'une certaine 
[uantité de chaleur Q' recueillie par la source inférieure. 

En définitive, le corps a produit par ce cycle direct une 
[uanlité de travail égale à Taire ABCD, et on a dépensé pour 
produire ce résultat une quantité de chaleur Q — Q', de sorte 
[u'en appelant T le travail représenté par Taire ABCD, on a 
équation 



"quu uuu 

Q — Q' = AT. 



Le cycle ABCD prend le nom de cyde de Sadi Camot; Sadi 
lamot est le premier qui ait essayé une théorie mécanique 
le la chaleur tirée de Tétude de la machine à vapeur. Or le 
ycle ABCD est à peu près Timage de ce qui se passe dans le 
eu d'une telle machine : la période BC correspond à V admis- 
iarij pendant laquelle la vapeur est en communication avec la 
^udière, source supérieure à la température 0^; la période 
IDy à \si détente j sauf que, pendant la détente, la vapeur, isolée 
le la chaudière, est en contact avec les parois du cylindre, et 
[u'il se fait quelques échanges de chaleur, peu importants du 
*este, entre ces deux corps à des températures différentes, 
({fet contraire à Thypolhèse de la détente adiabalique. La 
)èriode DA correspond à la condensation^ la vapeur se mettant 



à la lempéraiure 6, d'une source inféi-ieure qui esl le conden- 
seur; enlJii, b période AB, à la compression dans les espara 
libres, sauf une restriction identique à celle qu'on vient de 
faire pour la période de délenle CD. 
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beusième; Lot ou loi de clausids. 

148. Sadi Carnol, conservant l'ancienne iMorie qui Taisait 
delà chaleur un lluide impondérable sui generh, admettait 
que toute la chaleur contenue dans la vapeur fournie par II 
cliaudiàrc se retrouve dans l'eau produite par cette vapeur 
dans le condenseur, cl que le travail est produit par la chute 
de chaleur de la température 9 à la température %. La tempé- 
rature, dans l'ancienne théorie, est la tension du fluide coloii- 
que, ou la cote de niveau ilu réservoir où il est cmmagasiaù. 
La quantité de chaleur produite par la chaudière, en tombant 
de la hauteur 0, — 0„, engendrerait un travail recueilli en 
partie par la machine, comme un poids P d'eau, en tombanl 
d'une hauteur 11, produit un travail transmis en partie lu 
récepteur hydraulique. 

Cette comparaison ingénieuse n'est pas entièrement exacte, 
puisque la chaleur Q' dégagée dans la période DA est plus pe- 
tite que la chaleur Q absorbée pendant la période DC. Les idée: 
de Carnot n'en ont pas moins conduit M. Clausius à uae>e- 
condc loi de In théorie mécanique de la chaleur, que l'oa 
peut formuler ainsi qu'il suit : 

Lorsqu'un corps accomplit un cycle de Carnot, les rappoiu 

s, = sont indépendants de la nature de ce corps, et nedipendat 

que des températures 6, et 6,. 
Il suffit d'établir la proposition pour l'un des rapports 

f, ^ ; car l'équation Q — Q'=AT la démontre pour l'un *i 

elle est reconnue vraie pour l'autre. 
Observons d'abord que si, dans l'éTulution directe, le carjt 
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produit sur le milieu ambiant un travail T, moyennant Tem- 
prunt de la quantité de chaleur Q à la source supérieure j et l'a- 
bandon d'une quantité de chaleur (y à la source inférieurej 
on peut, en renversant le cycle, et en exerçant sur le corps ce 
même travail T, faire passer la quantité Q de chaleur dans la 
source supérieure, en empruntant la quantité de chaleur (y à 
la source inférieure. 

Prenons successivement deux corps X et Y ; faisons parcou- 
rir au premier m cycles de Carnot dans le sens direct, entre 
deux sources de chaleur aux températures 0^ et 0^ ; faisons 
parcourir au second n cycles de Carnot entre les mêmes 
sources, mais dans le sens inverse. Appelons Q la quantité de 
chaleur fournie par la source supérieure à chacune des m 
évolutions directes du corps X ; 

(y, la quantité versée à chacune de ces évolutions dans la 
source inférieure ; 

T, le travail produit. 

Appelons de même : 

Qf^j la quantité de chaleur puisée à la source inférieure par 
lé corps Y dans chacune des n évolutions inverses ; 

Qp la quantité de chaleur versée par le même corps à cha- 
que évolution dans la source supérieure; 

T^, le ti*avail exercé par le corps à chaque évolution. 

Au boutdes m évolutions directes du corps X et des n évolu- 
tions inverses du corps Y, le travail total produit par l'ensem- 
ble de ces opérations sera égal à 

ml — nTj, 

et nous pourrons prendre les nombres entiers m et n assez 
grands pour que celte différence soit aussi petite qu*on vou- 
dra. Supposons-la donc nulle. La quantité de chaleur perdue 
par la source supérieure sera mesurée parla différence 

mQ — nQ|, 

et la quantité de chaleur gagnée par la source inférieure sera 
de même mesurée par la diiférence 

IT. — MiC OOLUfiXOS. iO 
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Or CCS deux dilTérences doivent s'annuler en même temps 
que mT — nT^ ; autrement, il y aurait transport d'une cer- 
taine quantité de chaleur de l'une des sources à l'autre, et ceh 
sans travail produit ou sans travail dépensé, chose que I'od 
peut regarder comme impossible lorsqu'on admet que les 
deux sources de chaleur communiquent entre elles seulement 
par l'intermédiaire des corps X et Y. 

En d'autres termes, la série des opérations se compeose 
exactement pour chaque source considérée isolément, et l'on 
a à la fois les trois égalités 

mT — nT4 = 0, mQ — nQi = 0, mQ' — nQ'j = 0. 

On en déduit 

Qi "" Q'i T/ 



Donc 



T ""T/ 



ce qui démontre la loi : le rapport Tj^est indépendant de la na- 
ture du corps soumis à l'expérience, mais il dépend des tem- 
péralures des deux sources, 0^,et ô^. 
On a aussi 

Q _Qi^ 
Q' "" Q', ' 

et ce rapport, indépendant de la nature des corps, est une 
fonction des températures ô^ et ô^. 
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149. Nous appliquerons la loi de Clausius à un cycle de Car- 
not infiniment petit dans les deux sens, ÂBCD; AD est un élé- 
ment d'isotherme à la température 6; BC est un élément d'iso- 
therme à la température + f/0 . Les éléments AB, CD apparlieo- 



8 B'^ 



î 
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nent de mâme à deux lignes adiabatiques infiniment voisines. 
11 résulte de là que la figure ABCD diffère infiniment peu d^un 
parallélogramme, el que sa surface est 
équivalente à Taire AB'C'D obtenue en 
prolongeant les ordonnées des points A 
et D, jusqu'à la rencontre de la direction 
de l'élément BC ; elle est donc égale au 
produit AB'x ad. 

Or AB' est l'accroissement de pression 
qui résulte de Taccroissement dO de tem- 
péi*ature, quand le volume spécifique reste égal a Oa. On a 
en général entre les variations de la pression du volume et de 
la température l'équation 

.^ do , , do .„ 

Ici nous devons faire dV = 0, et nous aurons pour la lon- 
gueur AB' : 



a d 
fig. 75. 



(S) 



db. 



La longueur ad est la variation de volume subie par le 
corps quand il passe de l'état A à l'état D ; représentons-la 
par dV. 

L'aire représentative du travail produit sera donc égale à 

dféN ou à -/ÂK\^ ^^ ^^ aura, en appelant dQ la quantité de 



Q 



chaleur versée à la source inférieure dans la période DA, et 
dQ' la quantité de chaleur puisée à la source supérieure dans 
la période BC, 

,1 .^- ,^ . dSdO 



rfQ' — rfQ=A 



Q 



d(y 



Mais, en vertu de la seconde loi, le rapport ^ est une fonc- 
tion des températures et + dO, indépendante de la nature 
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da corps. D'un antie e5lè, iNX fst œ qae défient dQ quand 
b tempénture passe de h nleur • i la talear 6 + dt. On i 
donc 



é^^é^^L^^^ 



et par suite 






Ce rapport étant en Tertu de la seconde loi indépendant de 
la natare da corps, et dépendant uniquement de la tempéra- 
ture, nous ferons -r^ x \^ = —rr* la fonction 9 étant la 
même pour tous les corps. On aura alors 



Donc 



^ fi*) 






rfo Pt») 
et substituant dans Téquation (a), il vient 

ou bien 

La dirférentielle dQ est la quantité de chaleur à introduire 
dans le corps pour lui faire décrire Télémenl isotherme AD. 
La température étant égale à 6 tout le long de cette courbe» 
on a c/ô —.0, et par suite les variations de p et de V sont liées 
par la relation 

de . . d9 

D'un autre côté, l'équation (3) différentiée donne 
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Remplaçons dans cette équation dp par sa valeur tirée delà 
précédente; il viendra 

d£ 
.^ , dU dS , dU ^ . , ^ 

dp 

et substituant dans l'équalion (b), on aui*a 

,K^ /^U ^ , \ d$ r/U do . ... 

équation qui va nous servir à déterminer la fonction 9. 

150. Nous pouvons transformer l'équation (5) en détermi- 
nant les dérivées ^» -ry- Reprenons pour cela l'équation 

que l'on obtient en différentiant Téquation (2). 

Échauffons l'unité de poids du corps de la quantité r/0, sans 
changement de volume ; la quantité de chaleur d\] qu'il faut 

y introduire sera égale ^ -j- dp ; or elle est d'un autre côté 
égale à c^dô, et dô est égal à j- dpy puisque le volume V reste 



invariable. 




Donc 






dU d'i 

dp -'''dp 



Échauffons l'unité de poids du corps de la même quantité dO, 

mais en laissant la pression constante. La quantité de chaleur 

dô 
à y introduire pour cela sera <? jy^V; mais cette quantité de 

chaleur est employée en partie à échauffer le corps, en partie 
à produire le travail pdV; donc enfin 



UMWÊ 

etfarmte 

BeBpbçoBS d»B réfiialioa (31 les ëirhées 2^* ^ par ces 
Tdeors; STÎoidn 

oa bkn 

Mais nous aroos déjà Q 145) Tèquatioo (iKs), qui s^applique 
spédalement aux gaz permanciits. 



^* 



Multipliant membre à membre, et effaçant les facteurs A et 



c — Cj, il vient 

d\dp 

Pour les gaz permanents qui suivent les lois de Mariotte et 
rie GayLussac, on a 

JO » do V (Ph 1 . , , 

^^"^ dV = IT dj> = IT d);d\' = R' ^^ P^ coûsequenl 



,(.,= 'i^ = Ç = a. 



\{ 



La fonction 9 (0), qui est indépendante delà nature des corps 
soumis aux opérations, est donc simplement la temp&ature 
absolue, ou la température comptée sur rèchelle centigrade i 
partir du zéro absolu, c'est-à-dire à partir du degré — 275* de 
l'échelle vulgaire. 
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APPLICATION AUX GAZ PEBMAKENTS. 

151. L'équation de Mariotte et de Gay-Lussac, 

exprime la température absolue en fonction de la pression et 
du volume spécifique ; c'est Téquation (1) appliquée aux gaz 
permanents. Proposons-nous de déterminer dans le même cas 
la quantité U de chaleur interne contenue dans l'unité de poids 
d*un gaz, ou de déterminer la fonction F qui figure dans l'é- 
quation (2) 

U = F(p,V). 

Pour cela, différentions cette équation. U vient 

j- dp est Taccroissement infiniment petit de chaleur in- 
terne, quand la pression varie de dp^ le volume restant con- 
stant. La variation de température, dans les mêmes condi- 

tions, est-7- dp; et c^ étant la chaleur spécifique à volume 
constant, la quantité de chaleur correspondante est 

Donc on a Téqualion 

dp ^'^*dp~' Il • 
-ry dS est de même l'accroissement infiniment petit de cha- 
leur interne correspondant à un accroissement dV du volume, 
sans variation de la pression. Pour réaliser cette modifica- 
tion, la quantité de chaleur à introduire dans le corps est 

do 
e-j^dS, mais elle n'est pas tout entière employée à l'échauf- 
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fement du gaz, cor la partie {c — cj -rrày est transformée en 

travail : le reste c. ^7^, dV contribue seul à raccroissement de 

la tenipëralure. Donc enfin 

ds "" ^* ds "" n ■ 

Introiluisons ces deux dérivées dans l'équation qui donne 
dV ; il viendra 

di^^fdp+'fds='^iydp^pdy) = ^. 



et intégrant 

11 — n j 

R 



U = U.+ ^pV = U.4-CjO. 



Nous pouvons admettre qu'au zéro absolu la quantité de 
chaleur contenue dans le gaz est nulle; autrement, on pour 
rait abaisser encore la température du gaz. On a donc Uo:=0, 
ce qui réduit l'équation précédente à 

(8) U = CjO. 

La quantité de chaleur interne contenue dans un gaz perma- 
nent est égale au produit de la chaleur spécifique à volume 
constant par la température absolue, 

152. Cherchons aussi Téquation des lignes adi abat iques; 
nous aurons pour cela à intégrer l'équation difTérentielle 

e/U 4- KpdS = 0. 

L'équation (8) différenliée nous donne dU:=Cjdô, et l'équa- 
tion (7) 

de = l^dip\). 

c — " c 
De plus on a pour les gaz A = — rr— ^(§ ^39). 

L'équation différentielle des lignes adiabatiques devient 
après ces substitutions 
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OU bien 

cpdS + c^\dp = 0. 

Divisant par pY , il vient 
Ci en intégrant 

clogV + C|log;7 = constante ; 

les logarithmes sont pris dans le système népérien. Celte équa- 
tion peut s'écrire 

clogV H- Cjlog/) = clogV. + Cg\ogp., 
OU 

et revenant des logarithmes aux nombres, 

©* = (?) *•• 

et enfin 

Telle est l'équation de la ligne adiabatique qui passe par le 
point (V^,po). Cette formule est connue dans la théorie de la 
chaleur sous le nom adéquation de Poisson ou de Laplace. Elle 
est commune à l'ancienne théorie et à la nouvelle. 

La différence des températures entre le point (Y,;) et le 
point (Yq, Po) d'une ligne adiabatique sera donnée en mettant 
l'équation différentielle de celte ligne sous la forme 

et en intégrant entre les limites Yp et Y. Il viendra 
Or l'équation (9) donne 



e 
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OU en faisant, poor abréger, — == Tt 

Par suite 
dont l'intégrale est, entre les limites Y, et Y^, 

On a donc 
et comme /i^V^ = RO^, et que A= — rr-l, 

,-.-4.-(l;)-]. 

ce qui se réduit enfin à 

(10) 6=e.x(J;)'"'=«.x(|;) 



y. 



ÉCOULEMENT PERyANEXT DES G\Z. 

155. Appliquons l'équalion des forces vives pendant un in- 
tervalle de temps très court à la masse 
de gaz comprise entre le piston mo- 
bile P et Porifice CD d'un vase. Nous 
supposerons cet orifice évasé pour 
éviter à la sortie du vase la contraction 
b"ir~" des filets fluides; Pécoulement se fait 
alors par filets perpendiculaires à la 
Pig j^^ section CD, avec une vitesse commune 

V qu'il s'agit de déterminer. 

Le piston P est destiné à maintenir la pression du gaza Pin- 



p 


'^ 


A 


N' 


h: 




1 


U-r- 
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lérieur du vase, malgré récoulement qui se fait au dehors. A 
mesure que le gaz s'écoule, le piston P doit donc se déplacer, 
mais la section MN est supposée très grande par rapport à la 
section CD, de sorte que la vilesse du piston demeure très pe- 
tite par rapport à la vitesse v. Quoi qu'il en soil, représentons 
parvo cette vitesse. 

Soit Po la pression intérieure du gaz, ctp^ la pression exté- 
rieure autour de la veine fluide CD, et aussi dans retendue 
delà section CD (g 131). 

Le régime est supposé permanent; le poids de gaz qui sort 
pendant un temps dt par rorifice CD est égal au poids du gaz 
déplacé parle piston dans le même intervalle de temps. Appe- 
lons Dq et IT^ les poids spécifiques correspondants aux pres- 
sions Po et Pp et aux températures au dedans du vase et dans 
la veine fluide. 

Soient co la section CD, et û la section MN. 

Les volumes débités dans le temps dt par ces deux sections 
seront 

ùv,4i et tavdt, 

et les poids correspondants 

UcCtVcifi et Uùivdi, 

quantités égales que nous représenterons par Qdl. 

La masse commune à ces deux volumes est égale à - dt^ et 

9 

la force vive est -v^dt pour le volume sortant CDIVC, et -v*dt 

y . ' 9 ' 

pour le volume MNNW déplacé par le piston. Le demi-accrois- 
sement des forces vives correspondantes au transport de la 
masse MNCD dans la position M'N'C'D' est donc égal à 

Ce demi-accroissement est égal à la somme des travaux 
élémentaires des forces qui agissent sur le système matériel 
en mouvement ; ces forces sont la pesanteur, les pressions ex- 
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térieures sur les faces MN et CD, et les forces intérieures qu'on 
ne peut négliger quand il s'agit d'un gaz élastique, et non d*im 
liquide incompressible. 

Le travail de la pesanteur est égal au poids Qe/^ mullipiiè 
par la hauteur verticale h comprise entre le centre de gn- 
vilé du piston et le centre de gravité de l'orifice, c'est-à-dire 
à Qdt X h. 

Le travail de la pression du piston est positif et égal i 

p. X vol. (NNN'MI = ?^ X ^^' 

Le travail de la pression dans la veine CD est n^lif et ^ 

k—^xQdt. 

Enfin, le travail des forces intérieures est égal, an signe 
près, au travail nécessaire pour amener le poids Qdt de gs 
de la pression p^ de l'intérieur à la pression p^ du dehors; 
appelant V le volume spécifique sous une pression queleon* 
que p, ce travail, pris positivement, sera égal par unilc 

de poids à — / pdV, et pour le poids Qdt, à — Qdt 1 /mIV; 
donc le travail des forces intérieures est -+- Qdt 



/„„v. 



'Po 

On a en résumé Téquation 

?- {V* - v\) = Qe// X /i -f ^ Qdt - ^Qdl + Qdt H'pdS, 

ou, en divisant par Qrf(, 

2^ 2<7 ^ n. Di Vpo 

Le dernier terme dépend de la manière dont la température 
varie le long des filets fluides. On peut faire à ce sujet trois 
hypotlièses principales. 

154. 1*" Poids spécifique constant. Alors 110 = 114, et dV=0. 
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La formule devient 

''1 — £l -A-L H'-Çi 

cl le gaz se comporte comme un liquide dont le poids spécifi- 
que serait égal à n^. Le gaz se rerroidit à mesure qu'il s'écoule; 
en eflet on a 



et 



^-;=«^« 



''• - Rfl 



Si donc Pi<lV ^^ f^^t 2i"ssi que 0^ <ô^. 
* Le gaz perd par unilé de poids écoulé une quantité de cha- 
leur interne c^(% — 6^), et celte disparition de chaleur équi- 
iraut à un travail moteur, Ac^(% — 6^), qui s'ajoute au travail 
de la pesanteur et des pressions pour augmenter la vitesse de 
Fécoulement. 

155. 2* Température constante. Alors 

et l'équation se réduit à 

Or l'équalioa pV = Rô, où est constant, nous donne 
|idV=— Vdi», et 

t/po 

L'équation du mouvement devient donc 

En général v^ est beaucoup plus petit que v, puisque la sec- 
tioD du pistoii est beaucoup plus grande que celle de l'orifice. 
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La hauteur h est peu considérable par rapport au second 
terme, et la formule devient 

2^ Pi 

Cette formule est connue dans la dynamique des gax aoos 
le nom de formule de Navier. Elle peut se simplifier notabl^ 

ment lorsque le rapport ^ est voisin de Tunité. Remarquons 

Po 

que log^ est l'intégrale de — prise entre les limites p^el 

j\; si ces deux limites sont peu différentes, nous pouvons 
substituer approximativement à la quantité variable p qni 

est en dénominateur» la moyenne arithmétique, ^2_£i^ descs 
valeurs extrêmes. Il vient alors 

= (Pi— iM. 




/ri±Pi\ (Pi±_Pi\ P»+Pi 
et réquation prend la forme simple 

Remarquons que sous la pression moyenne^-^--^-^, le poids 

spécifque II du gaz à la température 6 est donné par rèqui- 
tion 






Donc 



2R9 



et ?l = &.€î; 



Pi-hpo u 2^ n n 



ce qui montre que le gaz se comporte comme un liquide doob 
le poids spécifique n correspondrait à la demi-somme des près* 
sions extrêmes. 
L'unité de poids du gaz à la température absolue • ooo- 
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tient une quantité de chaleur interne cfi. La température 
ne changeant pas malgré le travail extérieur produit par la 
détente du gnz, la quantité de chaleur qu'il faut communiquer 
an gaz par unité de poids pendant la détente est égale à 

A fpdV, c'est-à-dire à ARelog&. 

Cherchons encore l'expression de la dépense de l'oriGce ; 
OD peut l'évaluer soit en poids, soit en volume. En poids, 
die est égale II^a>v ; en volume, sous la pression p^ à a>v, et sous 
une pression p' quelconque, la température restant la même, 






V^ 



La dépense en volume de gaz, réduite à la pression p', est 
donc égale à 



P^W9XPi^^^ 



et sous cette forme on voit qu'il y a une valeur de p^ qui la rend 
maximum. Pour trouver celte valeur, il sutQt d'égaler à la 

dérivée du carré p^Mog^, ou de Pt'logp^— p^^logp^ Il vient 

Pi 

ainsi 

2p|logp. — 2;>, logpj — ;:, = 0, 

00 bien Slogp^ — Slogp^ — 1=0, en écartant la solulion 

p^=:0. On en déduit — =v^, et P4=^,« étant la base des 

Pi \^e 

logarithmes népériens. 

156. 3^ Le gaz en s^éeoulant ne reçoit ni n^émet de chaleur : 
en d'autres termes, la courbe de ses états thermiques suc- 
cessifs est une ligne adiabatique. 

Reprenons Téquation 

5 ^ '•^D. Ui^Jp. '"'' 
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Dans rhypothèsé où nous nous plaçons,* on a à la* fois les 
deux équations 

c 

V.\T 






Yp Vq sont les volumes spécifiques inverses des poids spèd* 
fiques n^ et U^. 
On a donc 

On a déplus (§152) 

;;dV = poV.TxT""Tc/V. 

Donc 

y-T + l 



ÇpdS = P.V.T X 



-y-f 1 



intégrale qu'il faut prendre entre les limites correspondantesi 
Po 6t ^ ]^i« ou, ce qui revient au même, entre les limites T,el 
V^. Ce qui donne 

X.V.-.....x(^-^')=.(l;)'x^-a 



Cl 



Substituons dans l'équation du mouvement, il vient 

\ c — Cj/ c — Cj 

OrU •^ 



Donc enfin 



b'^^^^'^ï'^"""^*^' 



DES GAZ. 257 

formule qu'on peut simplifier en supprimant les termes 

négligeables, ^ et A, ce qui donne 

^ / 

Cette équation est due à Weisbach. 

On peut déterminer ^^ en fonction de 0^, de p^ et de ])^, par 

réquation 64=e^x l^j , et comme 



d*où résulte 




.1- 




(?■•)"'=( 




feO ^ =( 




W ^ 


^/'•/ ' 


^p«/ \ 


./'•/ 


on a aussi 




<r-a 





et la formule simplifiée devient 



5=î'-['- (£)'""]■ 



^9 



i57. Cette formule, ainsi que d'autres équations de la théo- 
rie de la chaleur et de la physique mathématique, renferme 



c 



le rapport - des deux chaleurs spécifiques des gaz. 

On peut déduire ce rapport de la connaissance des valeurs 
de c et de c^; mais on peut aussi le déterminer sans passer 
par les valeurs des chaleurs spécifiques, dés qu'on connaît 
le coefficient de dilatation a, et le coefficient d'élévation de 
la température pour une compression déterminée. 

En effet, soit 6 la température d'un gaz; élevons sa tempé- 
rature de la quantité d6 sans changement de pression. Il fau- 
dra pour cela lui communiquer par unilè de poids une 

ir. «- utc, coLucxox, 17 
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quantité de chaleur ed^^ et le Tolame sera multiplie par le 
rapport z — -, ou par 1 -h j -. 

Exerçons ensuite sur ce gax une compressiou mesurée par 

la fraction z r^ de manière à ramener le irolume du m i 

ce qu'il était d*abord. 

L'élévation de température correspondante sera , ; b 

température définitive sera donc égale à + dO + ^ * cl 

^ 1-l-aO 

comme le volume est redevenu le même, on aurait obtenu b 
même élévation de température en introduisant dans chaque 
unité de poids du gaz une quantité de chaleur égale à 

e/dO 4- p^)' d'où résulte l'égalité 

et par suite — = 1 -H z r 

Une expérience de Clément et Désonnes est fondée sur ce 
principe. Mais elle conduit à une valeur un peu Irop faible, 
1 ,35, du rapport cherché. Généralement on adopte aujour- 

d'hui la valeur — = 1,41, ou environ ^*. 



CYCLE DB CARNOT POUR UN GAZ PERMANENT. — RENDEMENT DES 

MACHINES THERMIQUES. 

158. Soit ABCD le cycle complet, formé de deux lignes iso- 
thermes AB, CD, aux températures 6 et 6^, et de deux lignes 
adiabaliqucs BC, DA. 

Appelons p la pression et Y le volume spécifique qui cor- 

< 1,42 d'après Masson, 1,30 d'après Rcgnault, 1,37 d'après Gay-Lasssc 
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respondent au point A; p^ et V^ les mêmes quantités en B ; 
p, et V, les mêmes quantités en C, et p, et V, en D. 
Nous aurons par la définition des lignes isothermes 

et parla définition des lignes adiabatiques, 






De ces 




n\ 



équalions ontiref «îj =f^| =— . 

Le cycle est défini par les températures ô et ô^ qui donnent 
le tracé desisolhermes, et par deux points, soit A et B, soit A 
et C, qui donnent les lignes adiabatiques. Les équations per- 
mettent de trouver les inconnues 
en fonction de ces données. 

Le travail produit par le cycle 
direct est mesuré par Taire du qua- 
drilatère courbe ABCD ; au lieu 
d'évaluer directement cette surface, 
rappelons-nous ( g 551 ) qu'il est "^ 
aussi égal à E(Q — Q'), Q étant la pig. 77. 

quantité de chaleur prise à la source 

supérieure pour faire décrire au gaz le côté AB, et (y la quan- 
tité versée à la source inrérieure pendant le parcours CD. 
Or la température ne changeant pas dans le premier 
parcours, la quantité Q est tout entière transformée en tra- 
vail, et on a 

Y = ROlog ^. 






a d 



DemêmeEQ' = ROolog«î. 

V V 
Mais ^= ^ en vertu de la dernière relation. 
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V V Y V 

Donc y = ^\ el par suite log y = lo j y^- 



D'où résuUe 



E(Q — Q')-n(o-e.)iog^*. 



Le principe de Clausius nous apprend que le rapport 

~ est indépendant du corps soumis au cycle de Carnet, et 

ne dépend que des températures 6 et 6^. Donc il en est de 
môme du rapport 

qui mesure le rendement de la machine thermique où un corps 
quelconque serait assujetti à un cycle de cette nature ; car c est 
le rapport de la chaleur converlie en travail à la chaleur to- 
tale fournie par la source supérieure. Or ici 



Q-Q' 



u(ô-e.)iog^\ 

Ë / — 0, 



/R9log^\ 



VA Q 



Donc dans tous les cas, et quel que soit le corps assujetti à 
décrire un cycle de Carnot, le rendement de la machine, ouïe 
coefficient d'utilisation de la chaleur, est égal au rapport delà 
chute de chaleur, — 6^, entre les deux sources, à la température 
absolue de la source la plus chaude. Ce résultat est d'accord 
avec les conséquences que Sadi Carnot avait autrefois déduites 
delà théorie du fluide calorique. 

11 serait facile de démontrer que lorsqu'un corps accomplit 
un cycle thermique quelconque, le rendement de ce cycle, ou 
le rapport de la chaleur utilisée à la chaleur totale communi- 
quée au corps, est moindre que le rendement du cycle de 
Carnot circonscrit, c'est-à-dire du cycle de Carnot correspon- 
dant à la même chute de chaleur. 
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APPLICATION AUX VAPEURS. 

159. La pression p d'une vapeur saturée est une fonclio:! 
de la température absolue (g 69). Soit d*une manière gé- 
nérale 

p = F[B) 

la relation empirique qui lie ensemble ces deux quantités. 

La fonction F a été déterminée pour la vapeur d*eau par 
diverses expériences, entre autres par celles de Regnault, qui 
Ta exprimée sous la Forme suivante : 

Soit F la pression de la vapeur évaluée en millimètres de 
mercure ; 

T la température en degrés de Téchelle centigrade, à partir 
du zéro ordinaire, c'est-à-dire la différence 6 — 273* ; 

a, by a des nombres constants; on aura 

log tab. F = fl — 0%"^% 

avec les déterminations suivantes : 

« = 5,4233177, 
log tab. b = 0,6821547, 
logtab.a = i,997231i. 

D'ailleurs p se déduit de F par la proportion 

p _ 10540 
F"" 760 ' 

en observant que 10340 kilogrammes par mèfre carré ex- 
priment la pression normale atmosphérique de 760 millimètn.*s 
de mercure. 

160. La chaleur spécifique de Veau liquide est variable avec 
la température ; et en appelant c la chaleur spécifique à la 
température t, mesurée en degrés centigrades de l'échelle 
ordinaire, on a la relation empirique: 

€ s 1 + 0,00004t -h 0,0000009t*. 
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La difTérence avec Tunité est donc peu sensible; pour 
T=200*, elle s'élève seulement à 0,016. 

La formule suppose que Teau, pendant qu'on Téchaufle, 
reste sous la pression constante qui correspond à la vapeur sa- 
turée à T degrés. 

161. Supposons qu'on prenne un kilogramme d*eau h 
zéro, qu'on Télève à la tempéra' ure t sous la pression qui 
correspond à la saturation à t degrés, et qu'enfîn on le réduise 
en vapeur sous cette pression. La quantité de chaleur a à in- 
troduire dans ce kilogramme d'eau pour en accomplir Fc- 
chauflemçnt et la vaporisation est donnée par la formule em- 
pirique 

a = e06,54-0,oa5r. 

Par exemple à 100'', la vapeur saturée est sous la pression 
normale ; la quantité de chaleur X nécessaire pour convertir 
en vapeur sous cette pression un kilogramme d'eau pris à 0* 
est égale à 637 calories. 

Cette quantité se décompose en deux parties : Tune est la 
quantité de chaleur nécessaire pour échauffer l'eau liquide 
de à 1 00*" ; l'autre est la chaleur latente de vaporisation i 
la température de 100*. Pour calculer la première partie, 
remarquons que, pour produire un accroissement dt de la 
température, la quantité de chaleur nécessaire est égale à cd:, 
ou à 

dr -h 0,00004 t</t -4- 0,0000009 tVr. 

11 suffit donc d'intégrer celle expression enlre les limites 
et 100°. L'inlégralc prise 5 partir de 0° est 

T -h 0,00002 T« + 0,0OO00O03t*. 

Faisant •:= 100, il vient la valeurnumérique 100,5. 11 faut 

1 

donc 1 00 calories ^ pour amener un kilogramme d'eau liquide 

de à 100°; il en faut par conséquenl 657 — 100,5 = 550,5 
pour convertir ce kilogramme d'eau en vapeur, toutes les opé- 
rations s'effecluanl sous la pression normale de 760 milli- 
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mètres de mercure. Celte seconde partie est la chaleur de va- 
porisation à la température de iOO**. 

En général, r élant la chaleur de vaporisation à la tempé- 
rature T. on a 



—j: 



cdr. 



FORMATION DE LA VAPEUR A LÉTAT DE SATURATION. 

1C2. Prenons un kilogramme d'eau à la température absolue 
0, et transformons-le en vapeur saturée à cette même tempé- 
rature, c'est-à-dire sous la pression constante F(0). 

Clierchons la quantité de chaleur r qu*il faut y introduire 
du dehors pour produire ce changement d*état. 

Pour la calculer, nous nous servirons de la formule déduite 
dans le g 149 de la considération du cycle de Carnet : nous la 
prendrons sous la forme 

et nous remplacerons dQ par dr. 

-7- est la dérivée de ô par rapport à p, ou la limite du rap- 
port de l'accroissement de la température à Taccroissement 
de la pression, quand le volume V ne change pas. Pour obtenir 
cette dérivée, nous ne pouvons faire aucun usage de Téqua- 
lion (1) différentiée ; car elle nous donne 

Or, dans le changement d'état, la température restant la 
même, la pression aussi, onad^z=Oeldp = 0; de plus 6 et 
p sont liés par la relation 

p = F(6). 

OÙ n'entre pas V; donc^=0. L'équation (1) différentiée se 
réduit donc à une identité, et ne nous apprend rien. 
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Nous avons da moins, en différentiant Téqualion p = ï(% 
Donc :r = £7: 



dp F(0) 

La fonction ç(6), la même pour tous les corps, est égale àO; 
substituant, il vient 

dr 



r(o) 



= A«rfV, 



oubienrfr=AeF(ô)dV. 
IntéinroDs en observant que est constant. Il viendra 

V désignant le volume de Tunité de poids d*eau liquide, et T 
le volume de Tunité de poids de vapeur saturée à la même 
température. Nous représenterons cette difTérence T — Y' pir 
la lettre u ; ce sera Texcès du volume spéciGque de la vapeur 
saturée sur le volume spécifique de l'eau liquide dans ks 
mêmes conditions de température et de pression. Nous aurons 
donc 

r=A^F'(e)ii. 

Mais puisque Teau en se vaporisant se dilate du volume « 
sous la pression p, elle accomplit un travail extérieur pu, qui 
correspond à l'emploi d'une quantité de chaleur Apu^ et par 
suite, la chaleur interne fixée par l'eau est égale à la difle- 
renée r — Apu; appelant p V excès de la chaleur interne du 
kilogramme de vapeur saturée sur la chaleur interne du kilo- 
gramme d'eau liquide^ nous aurons 

p=:r— A/7U = A(6F'(6) — ;>lii = A[6F'l6)- F(6)Jti. 

Mais 



tl = 



AOP(y) 

et par conséquent 



_ r¥{e) 



APM= r^^,= 
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La chaleur de vaporisation r, égale à a — i cdi, est une 

ronction de la température t, ou de la température absolue 0; 
il en est de même de u, et par suite aussi de p. 

Soit encore J V excès de la chaleur interne du kilogramme de 
vapeur saturée à x degrés sur la chaleur interne du kilogramme 
éTeau à zéro. 

Ces diverses fonctions, u, p, J, ont été déterminées par 
expérience. M. Zeuner a donné les formules suivantes : 

Apu = 30,456 log nép. r^» 

p = 575,03 — 0,7882t, 
J = 575,34 — 0,2342t. 

Connaissant Apu et p en fonction de 0, on en déduira u en 
fonction de la même variable. 
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163. On peut déduire de là le poids spécifique de la va- 
peur saturée à diverses températures. En effet, le volume 
spécifique T de la vapeur saturée est égal au volume spéci- 
fique de l'eau liquide à la même température, augmenté do 
u ; et comme Teau à l'état liquide a une dilalation tout à fait 
négligeable, on peut poser 

en appelant V^ le volume spécifique de Feau liquide à 0"". Si le 
mètre cube est l'unilé de volume et le kilogramme l'unité de 
poids, le volume spécifique de Teau liquide est un litre, ou 
0"*,001 . Donc Y = 0,001 H- u, et par suite le poids spécifique 

de la vapeur est i = pyi^^. 

La table suivante, extraite des travaux de M. Zeuner, 
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donne quelques nombres relatifs â la vapeur d'eau salnrèc 
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104. Un kilogramme (l'eau, rciifcrmtt dans un vase à 11 
Icnipôralurc -, est en parlie Iransfonnii en vapeur sous la 
pression p de saluralion; celte pression est donnée par l'É- 
quation 

^ = Fir-*--27J). 

Cherchons l'excâs de chaleur interne contenue dans ce 
mélange, en sus de la chaleur interne d'un kilogmminc d'eau 
liquide à 0". ^ous supposons connue la Traclion m du poids 
(otal qui est à l'état de vapeur, de telle sorte que 1 — m soîl 
la fraction & l'état liquide. 

Soient V, le volume spécifique de l'eau liquide à 0*; 
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V le volume de Tcau liquide à t degrés ; 

y le volume de la vapeur saturée à t degrés. 

On peut considérer la totalité du poids comme ayant été 
portée de la température 0° à la température t sans change- 
ment d'état ; la quantité de chaleur à introduire dans le kilo- 
gramme d'eau pour obtenir ce résultat est / cdi, mais une 

partie est employée à produire un travail extérieur égal a 
p(V — VJ ; donc la chaleur fixée dans le corps à l'état de cha- 
leur interne est seulement la différence 

r*cf/T— A/>(V— V.). 

De plus, le poids m d'eau est transformé en vapeur à la tem- 
pérature T et sous la pression p. Appelant r la chaleur de va- 
porisation (§ 161), la quantité de chaleur interne acquise par 
le corps sera égale à 

m[r-A;7(V'-V)J, 

OU bien m {r — Apu) . 

La somme de ces deux quantités est la quantité de chaleur 
cherchée 



f. 



T 

cdx — Ap (V — Vo) -h mr — mkpu, 





Celte formule se simplifie en remplaçant r — Apu par la 
fonction p, et en supprimant le terme A])(V — V^), qui est né- 
gligeable à cause du peu de dilatation de l'eau liquide. Il 
vient alors la formule usuelle 



=r 



cd-c -h mp. 



La quantité de chaleur nécessaire pour porter, sous la pres- 
sion constante p, un kilogramme d'eau liquide de la tempéra- 
ture 0^ à la température t, et pour en convertir la fraction m en 
vapeur saturée, est donc égale à T augmenté de la quantité 
de chaleur convertie en travail, ou à T-f-mApu. 

165. Cherchons comment varie la quantité Y quand la tem- 
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pérature z \arie de iz. La pression p varie d*aprës Téqua- 
tion 

car la Tapeur reste saturée, puisqu'elle est toujours en con- 
tact avec l'eau liquide. Mais le poids m de vapeur varie aussi. 
On aura donc d'une manière générale 

Or 

d'mpm: =pd{mu) + wuidp r= pd [mu] + muV (6) J0. 

Nous avons d'un autre côté 

r=A»r,3 11 

Ik)nc 
SubslituanI, il vient 

dX = cdr + d{mr)^^dT^kpd{mu). 

Nous pouvons remplacer dO par c/t, puisque = t + 273. 

Le produit p(l(mii) représente approximativement le travail 
extérieur correspondant au changement d'état de la nouvelle 
quantité d'eau vaporisée. En effet, si V est le volume du kilo- 
gramme d'eau liquide, V -+- mu est le volume occupé par le 
mélange du poids m de vapeur saturée et du poids 1— w 
d'eau liquide. La variation de ce volume est cfV-f-d(mii), 
comme Teau liquide est à peine dilatable, on peut négli- 
ger d\ devant d(mu); ce dernier terme représente seul la 
variation cherchée, et pd(mu) est le travail extérieur produit 
par le changement d'état. Donc Apd(mu) est la quantité de 
chaleur correspondante, et dr -+- Apd (mu) est la quantité de 
chaleur dQ qu'il est nécessaire d'introduire dans le mélange 
pour produire l'élévation de température di. 

On a donc 

ftii* 

dQ ss cdx -{- d [mr] — dtt 
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OU bien, en revenant aux températures absolues, 

9 

Si le changement infiniment petit s'est opéré sans émission 
ni introduction de chaleur extérieure, dQ = 0; la condition 
pour qu'il en soit ainsi s'exprime par Téqualion 

ale + d{mr) —^^=0 

9 

Divisons par 6 et intégrons ; il vient 

/cd$ . mr ^ , 

— -h Y = constante, 

ou bien, en prenant l'intégrale entre les limites 6^ et 8,, et dé- 
signant par nip m, les proportions de l'eau convertie en vapeur 
à ces deux températures, et par r^, r, les chaleurs de vapori- 
sation correspondantes, 

J[ cdfi iii,r| iw^r. 

Ces équations permettent de résoudre les problèmes sui- 
vants. 

166. La totalité du liquide étant transformée en vapeur satu- 
rée à la température 0^ reconnaître si cette vapeur est saturée 
ou surchauffée à la température %. 

On exprimera la condition indiquée en posant m^ = l; il 
viendra donc 

fii^r, Ti / cdd 

"ÔT ~ F, "" /. T 

Si cette équation donne pour m, une valeur supérieure à 
Tunité, cela indique que la vapeur ne sature plus l'espace à 
la température 0,; car s*il restait du liquide, ce liquide ten- 
drait encore à se transformer en vapeur. Dans ce cas, la va- 
peur est surchauffée. Si, au contraire, m, <!, une partie 
de la vapeur se condense à Tétat liquide. Enfin, si m2=l, la 



m 



MbLASGg 



Tapeur reste saturée i la tempènture 0, comme à la tempé- 
rature 0^. 

167. Le mélange dTeam Uqmde et de vapeur ne recevant te 
r extérieur aucune duileurj et n^en émettant pas, quelle doit itre 
la valeur du rapport m pour quune variation dO de tempèn- 
ture n'entraîne ni formation de vapeur ni condensationt 

Vèquation difTéreotielle 

résout la question en y faisant m constant, et en résolvant par 
rapport à m. Il vient 



frfr-^)+citt = 



et 






Dans cette formule nous substituerons les valeurs de c et de 
r en fonction de ou de t, données dans les ^ 160 et 161 ; 
il viendra en définitive, en mellant en évidence la tempén- 
fure T : 



m = (275 -f t] X ï^ 



1 4-0,00004T-f 0.0000009r« 



796,235 -H 0,01092 r-f 0,0002657 r« -H 0,0000006t* 

Celte formule, réduite en lable, donne les résultais sui- 
vants : 
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TEMPÉRATURE 

T 






111 TAPEUR 
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m 


1-m 


0- 


0,343 


0,657 


50- 


0,407 


0,593 


100» 


0,472 


0,528 


150* 


0,539 


0,461 


200» 


0,604 


0,396 
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La proporlion de vapeur augmente avec la température du 
mélange; elle augmente donc aussi quand on comprime le 
mélange, puisque toute compression dégage de la chaleur, et 
elle diminue quand on le laisse se dilater, puisqu'il en résulte 
un refroidissement. Si donc la proporlion de vapeur dans un 
mélange de vapeur et d'eau liquide est égale ou supérieure à 
la valeur de m indiquée dans cette table, la compression du 
mélange sera accompagnée d'une vaporisation partielle d'eau 
liquide, et l'expansion d'une condensation partielle de va- 
peur. 

Les effets contraires auront lieu si la proportion de vapeur 
est inférieure à la valeur de m, et c'est là le phénomène qui se 
produit le plus souvent, notamment pendant la détmte duns 
les machines à vapeur. 

VITESSE DE l'écoulement DES VAPEURS. 

168. Le problème de l'écoulement des vapeurs se résout 
comme celui de l'écoulement des gaz (g 155), et conduit à la 
formule générale 

^ ^ Pi _ /^ , Q + Ui-U^ 

dans laquelle v est la vitesse de l'écoulement ; 

Pit Pt les pressions à Tintérieur du vase et au pourtour de 
la veine fluide ; 

n^ et n, les poids spécifiques correspondants ; 

Q la quantité de chaleur reçue du dehors par unité de 
poids du fluide ; 

U^ la quantité de chaleur interne du fluide dans le vase, 
par unité de poids ; 

U, la quantité de chaleur interne du fluide dans la veine, 
par unité de poids ; 

A l'équivalent calorifique du travail. 

Pour appliquer celte formule, nous supposerons que le 
fluide est formé d'un mélange comprenant un poids m^ de va- 
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peur et un poids 1 — m^ d'eau liquide, et qu'il ne reçoive ni 
n'émette aucune chaleur pendant tout son trajet, ce qui revient 
àfaireQ=0. 

La proportion m de vapeur variera à mesure que le mélange 
s'écoule, et comme il n*y a ni chaleur extérieure reçue, ni 
chaleur émise au dehors, on aura, en appelant m, la propor- 
tion de vapeur dans la veine fluide, 0^ et 0, les températures 
absolues, t^ et t, les températures à l'échelle ordinaire : 

ni,rj m^f / cdr 

La chaleur spécifique e de Teau liquide varie peu avec la 
température ; en la regardant comme constante, on aura 

les logarithmes étant pris dans le système népérien. 
On aura donc approximativement Téquation 

M. Zeuner fait c = 1,0224 pour l'eau à la température da 
chaudicres à haute pression, et c:= 1,013 pour les tempi^ra- 
tures voisines de 100^ On a de plus, d'après Regnault 

(§161): 

r = 000,5 4- 0,305t - (r -f- 0,000'J2t* + 0,0000003 1»), 

formule qu'on peut simplifier, en posant 

r = 000,5 4- 0,505 T — CT, 

et en remplaçant c par 1,0224 ou par 1,013, selon les cas. 
A Taide de l'une ou de l'autre de ces équations on calculera 
les valeurs de r^ et r, aux températures t^ et t„ et l'équation 
posée plus haut fera connaître m,. 
On connaît donc les proportions du mélange de vapeur et 

d'eau dans le vase et dans la veine. Le volume spécifique, —, 



DES VAPEURS. 273 

du fluide dans le vase diffère f rès peu du volume spécifique de 
la vapeur qui y entre, car le volume de Feau est négligeable 
vis-à-vis du volume de la vapeur. Appelons u^ Texcës du vo- 
lume spécifique de la vapeur sur le volume spécifique de Peau 
à la température t^ ; nous pourrons poser 



1 



Pi — 



el par suite ~ = mj)ju^. 



Nous ferons de même — = inj)ju^. 
Enfin nous avons (§ 16i) 

r, = J cdr-h »«,ri — m,ApiUi, 

Substituant toutes ces valeurs Sans Tëquation générale du 
mouvement, il vient 

/ cdr -\- m,rj — m^r^ 



Or 










Attribuons encore à e une valeur moyenne constante , il 
iriendra 






r 



*ît = elognép. J = - eloguép. J. 



it. — aie. oomo W i 
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Approximativement, on peut aussi remplacer 6 en dénomi- 
nateur par une valeur constante ; on pourra faire sans grande 
erreur 6=6,, à cause de la petitesse de la difTérence t, — t^, 
pai rapport aux valeurs du dénominateur 6, qui varie de 
7,4-273 à T, -4- 273. 

On aura alors 



X. 



'«/t C't] Tj) 



Cl 



2^ A "^ A 

Wjrt $1 — Qj wijrj n — r^ 

"" "Â ë7~"" A 273-+-T,' 

Le carré de la vitesse de Técoulement contient donc en 
facteur la chute de chaleur, t, — t,, entre le vase et la veine 
fluide. 

Quand la pression intérieure p^ est beaucoup plus élevée 
que la pression extérieure p,, la vapeur s'échappe avec une 
vitesse très considérable, et l'expansion qui résulte de ce 
cliangemenl de pression est accompagnée d'un refroidisse- 
ment très sensible. C'est pour cela qu'on peut sans danger 
placer la main dans un jet de vapeur sortant d'une chaudière 
à haute pression, tandis qu'il serait très dangereux de faire 
la même expérience avec la vapeur sortant d'une cliaudiëre 
où la pression serait légèrement supérieure à la pression at- 
mosphérique. 

RECHERCHE DU TRAVAIL DANS LA MACHINE A VAPEUR. 

169. Nous ferons pour cette recherche les hypothèses sui- 
vantes : 

La vapeur produite par la chaudière sous la pression p^ est 
admise dans un cylindre, oii elle pousse un piston mobile. 
Lorsque le piston a parcouru la fraction ik de sa course, le 
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conduit d'admission se ferme, et la vapeur se détend dans le 
cylindre jusqu'au bout de la course du piston, sans émission 
sensible de chaleur au dehors, et sans introduction de cha- 
leur extérieure. La communication est alors ouverte avec 
le condenseur, et elle reste ouverte pendant toute la course 
rétrograde du piston ; nous représenterons par p, la pression 
dans le condenseur. 

Le travail de la vapeur est proportionnel au poids de fluide 
que Ton introduit dans les cylindres; nous supposerons ici 
que celle quantité soit égale à l'unité de poids; elle com- 
prend un poids m^ de vapeur, et un poids 1 — m^ d'eau liquide 
à la même température. 

Il y a trois périodes à distinguer dans l'oscillation complète 
du piston : Yadmission, la détente et la condensation ou échap- 
pement. 

V Admission. — Soit V^ le volume spécifique de l'eau liquide 
sous la pression p^ et à la température t^ de la chaudière; Mj, 
l'excès du volume de la vapeur saturée sur le volume d'eau 
liquide dans les mêmes conditions. L'emploi dans le cylindre 
de l'unité de poids du mélange d'eau et de vapeur corres- 
pond à un travail égal à p^{\^ 4- wi^mJ; mais il faut remplacer 
dons la chaudière le volume d*eau V^ par un volume égal 
fourni par l'alimentation, et cette opération exige un travail 
Pi^i' V^^ ^^ machine doit développer : le travail moteur dis- 
ponible se réduit à mj)^u^. 

2* Détente. — Supposons que, pendant la détente, Tétai 
thermique du mélange suive une ligne adiabatique entre les 
températures Tj ett,. Le travail créé par cette détente sera égal 

à -^ — -*, en désignant par U^ et U, les chaleurs internes du 

mélange à la fin de l'admission et au commencement de Té- 
chappement. Or on a trouvé (§ 164) les formules : 
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On connail r^, i\ (§ 161) ; le rapport m^ est donné en fon^ 
lion de m^ par l'équation (g 165) 



Ju 



^1 J 



Les volumes m^ti^ et mju^ sont respectivement proportion- 
nels à la capacité du cylindre rempli pat la vapeur au mo- 
ment où cesse l'admission « et à la capacité totale du cjlindre : 

on a donc -^-* = ifc, nombre donné. 

On pourra calculer Dp D,, puis -^-r — -t qui représente le 

travail utile transmis à la machine pendant la détente. 

5"" Échappement. — Le travail de la contre-pression est néga- 
tif et s'obtient, en valeur absolue, en multipliant la pression ji, 
par Tespace que décrit le piston, ou par le volume total du cy- 
lindre, c'est-à-dire par m^Ui, en ne tenant toujours compte que 
du volume de la vapeur. Le travail cherché est donc — p,ni,H,. 

En définitive, le travail produit par l'unité de poids du mé- 
lange d'eau et de vapeur passant dans le cylindre est égal à 

/ cdr -h wiifi — f^i^PiUi — / cdr — ft^t -h »"« V**** 
T = p,m,u, + -i^^ j^ 



^1 p,^^ ^ îlli^ljpiV., 



Si Ton attribue à c une valeur moyenne, on peut faire 

£C<iT ^ C(T| — tJ. 

De même 

m^, = -• ffijri + Of I -r^ = approximatiTcment J miFi-f- e(r|— f^\ 
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Il vient par conséquent 

Sous celte forme, il semble que T varie avec le rapport m^ ; 
mais en faisant des applications numériques de la formule 
on reconnaît que, dans les limites de la pratique, le rapport m^ 
influe à peine sur la valeur de T, de sorte quil existe un rap- 
port à peu près constant entre la chaleur dépensée pour le 
service de la chaudière et le travail utile produit. 

Pour de plus amples détails sur ce sujet, et pour Fapplica- 
tion de la théorie mécanique de la chaleur aux liquides et aux 
solides, nous renverrons à l'ouvrage de Ch. Combes, intitulé : 
Exposé des principes de la théorie mécamque de la chaleur ^^ au- 
quel nous avons fait de nombreux emprunts pour la rédac- 
tion de ce chapitre. 

« Paris, 1867. 



NOTES 
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1 70. Toutes les fois qu'un corps accomplit un cycle complet et rédewkk^ 

représenté sur le plan par un contour fermé quelconque ÂB, finiégrale I -r-> 

prise le long de ce contour à paHir d'un poirU À pour revenir à ce mêm 
points est égale à zéro, 

La quantité dQ représente la quantité de chaleur reçue (ou émise) par le 
corps pour lui faire décrire un arc élémentaire mit du contour domié, et 

la température absolue corres- 
pondante à cet élément. 

Découpons le cycle ÂB par une 
série de lignes adiabatiques infini- 
ment voisines, et soient mm\ ra^, 
deux lignes consécutives intercep- 
tant sur le périmètre du contoor 
un arc infiniment petit mn; ces 
deux lignes intercepteront sur le 
i» "T bord opposé un autre arc m'»'. 

Fig. 78. Soient C et D les points de contact 

du contour avec les lignes adiaba- 
tiques extrêmes qui le comprennent. Menons par les points m et m' deaz 
lignes isothermes correspondantes mp, m'p\ 

Soit dQ la quantité de chaleur qu*il faut communiquer au corps poor 
lui faire décrire Télément mn ; 

d(y la quantité de chaleur qu'il faut lui enlever pour lui faire décrirs 
rélémenl n'm'; 

dq la quantité de chaleur qu'il faudrait lui communiquer pour lui faire 
décrire Télément mp, sans changement de sa température 6, puisque cet 
élément est isotherme; 
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dff la quantité de chaleur qu il faudrait lui enlever pour lui faire décrire 
rélément isotherme p'm\ à la température ^. 

Au point de vue des quantités de chaleur communiquées au corps, l'en- 
semble des deux trajets mn et n'm' équivaut à Tensemble des trajets 
mnpmpp'm'p'n'm'j car les trajets successifs pm, mp, p'm' et my se détrui- 
sent deux à deux, et quant aux trajets np, pp\ p^n\ qui s'accomplissent 
suivant des lignés adiabatiques, il ne correspondent à aucune variation 
dans la quantité de chaleur possédée par le corps. Par la même raison, on 
peut ajouter à Tensemble des trajets indiqués la courbe m'm^ qui est aussi 
adiabatique, et alors le chemin assigné fictivement au corps se réduit à trois 
cycles, savoir 

mnpm, wpp'm'm^ m'p'n'm'. 

Faisons le calcul des quantités de chaleur qui correspondent à chacun 
cfeux. 

Par le cycle mnpm, le corps reçoit di) le long de mn ; il ne reçoit ni ne 
perd rien le long de np; il perd la quantité dq le long de pm; le travail 
accompli est mesuré par Taire mpn, multipliée par Téquivalent A. Donc 

dQ—dq = KX mnp. 
On aura de même pour le cycle m,'p'n'm\ décrit dans le sens inverse, 

rfQ' — rf^' = A X m'/i'p'. 

Quant au cycle mpj/mfm^ c'est un cycle de Garnot, dans lequel la chute 
de chaleur est 6 -«»', et on a (§ 158) 

dq^dq» 9 — 6' .. dq dq' 

^ . = — 7—» ou bien -i = -^. 
dq 0* 

Divisons par 6 la première équation, par ^ la seconde, et retranchons ; 
il viendra 

f/Q </Q' _ /mnp m'iiy \ 

et intégrant entre les limites fournies par les contacts du contour avec les 
lignes adiabatiques extrêmes, c'est-à-dire depuis le point C jusqu'au point 
D, le long des arcs CAD, CBD, on aura 

A la limite, le second membre se réduit à zéro ; car les aires mn/?, 
m'ny sont des innnimtnt petits du second ordre, dont ies sommes sont 



280 THÉORÈME DE CUUSIUS. 

rigoareusemeDt nulles ; par conséquent le premier membre est nul ausiî, d 
Ton a 



c/ C Je 



ce qui rerient à dire que Tintégrale / -jt prise le kmg du coDtoor 

ÂD6C en revenant au point de départ, est identiquement nulle. 

171. Corollaire. — La fonction --- des variables indépendantes p et T est 

une dilférentielle exacte. En effet, si Ton pmd 

rintégrale Jy d*un point A à un point B le long 

d*un chemin arbitraire ACB, le résultat qii*OD 
trouvera ne dépendra que des podtioDS des 
points extrêmes; on trouverait le même ré- 
sultat pour tout autre chemin ÂDB, paisqoe 




Pjg, 79 rintégrale prise le long du contour idffii est 

identiquement nulle. 

Donc f -r ne dépend que des positions des points A et B, c'est-è-dire 



r^ 



des valeurs des variables Y et • qui définissent ces points. En d'autres 
termes f-^ ^^^ ^® fonction de ces deux variables, et par suite ^ ^ 

la diiïérentielle exacte de cette fonction. 

M. Clausius a donné le nom d'entropie à cette fonction j •^« Noos b 
représenterons par la lettre S, et nous aurons par conséquent 

On parviendrait aux mêmes conclusions en prenant pour variables indé- 
pendantes Y et Of et en regardant p comme une fonction de ces variables. 

FONCTION CARACTERISTIQUE D*UR FLUIDI. 

172. M. Massieu * a donné le nom de fonction caractéristique tTwi fluide 
à une fonction 11 des variables Y et 6, d*où Ton peut déduire par le calcul 
IVntropie S, la quantité de chaleur interne U, la pression p et les autres 

' Mémoire sur les fonctions caractéristiques des divers Ouides et sur 11 
théorie des Tapeurs, par F. Massieu [Savants étrangers, t. IXll, n* % 1873). 
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propriétés du fluide, telles que la chaleur spécifique, le coefQcient de 
dilaUtion, etc. L'introduction de ces fonctions caractéristiques dans la 
seience de la chaleur lie entre elles des propriétés qui paraissent distinctes 
au premier abord ; elle permet en outre de distinguer parmi les lois phy- 
siques, décuuvertes par Tobseryation, celles qui sont applicables indistinc- 
tement à tous les corps, de celles qui n'appartiennent qu*à une certaine 
classe de corps, en vertu de quelque propriété particulière. Dans le 
premier cas, la vérification de la loi proposée conduit à une identité; dans 
le second, ï une égalité qui ne devient identique qu*en vertu de certaines 
hypoChéses. 

Ifous allons donner une idée de cette théorie, en prenant pour variables 
indépendantes la température absolue • et le volume spécifique Y. 

Nous aurons d*abord les équations 

(i) ^=?' 

(i) dQ = du -i- kp<n =: BdS; 

Aux deux membres de Téquation (2) ajoutons $<<•, ce qui rend le dernier 
membre égal à la différentielle du produit S« ; il viendra 

OU bien 

Srf«-|-A;x/V = rf(SO— U). 

La fonction S6 — U = II est ce que M. Massieu appelle la fonction carao- 
tériêtique du corps. 
Nous ferons donc 

(5) SO — U = H, 

el il viendra 

(4) da = Sd$-h kpdS, 

H étant exprimé en fonction de • et Y, S est la dérivée partielle de II 
par rapport à ft, kp la dérivée partielle de fl par rapport à Y, et Ton a 

(», s.f. 

eC par suite 

(7) U = SO — II=0^-U. 

* ' do 
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Cette quantité U est b cbaleor interne toiaU da gai; pour avoir Faces 
(le la cbaleor interne du gaz à la température • sur la chaleur qn*il possède 
an zéro centigrade, correspondant à •• = S75* de l'écMle absolue, il 
faut en retrancher la Taleor de U pour •= Vi œ qui donne pour noarele 
▼aleur de U 

U= r*frfe — AR — 0.). 

L'entropie S se calculera en supposant que la masse de gaz prise i aéft 
et sous la pression normale atmosphérique, c*esi-à-dire à !• degrK,«Hl 
portée sous pression constante du volume Y, au volume ?, ce qot sappsK 
un accroissement de température de &• li ^ ; puisqu'on porte la tempéralve 
de 6| à 1, sous volume constant, la pression variant de la pression 

sphérique i la pression p, La fonction S sera la somme i -^ des 

tités de chaleur introduites successivement dans la masse gaiense, et on 






d$ 

e 



Dans celle équation, remplaçons c^ par sa valeur e — AR; il viendn 

rcde e 

— -ARIognép.-. 

Les expériences de M. Regnault ont montré que la chaleur spécifique c est 
sensiblement constante pour un grand nombre de gaz permanents entre àes 
limites de température très étendues. Donc 

s = clognép. APiIognép. - • 

Pour déterminer 0,, nous appliquerons la loi de Gay-Lussac; Y, étant le 
volume du gaz à 6, degrés, et Y le volume de la même masse sous Ir 
même pression, à 6 degrés absolus, on a 



d'où Ton déduit 



V. ~ 5". ' 



Oi 0. 6| 0. V ' 
S = clognêp. . AUlognép. — ^. 

=s clognép. -4- AKIognép.-—-. 
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La foncdon caractéristique H est enfin 

fl=.Sd-U = ceiognép. i -h AReiognép.j^ — («—AR) (•-«,). 

174. La même théorie s'applique aux vapeurs. 

Soit L la quantité de chaleur nécessaire poiu* porter de A» à degrés 
ronité de poids du liquide; 

tf la chaleur spécifique de Veau liquide, égale à -7t\ 

m la fraction du liquide qui est réduite en vapeur saturée ; 

r la chaleur de vaporisalion ; 

e le volume spécifique du liquide ; 

y le volume spécifique du mélange de liquide et de vapeur ; 

m la difTérence Y — «. 

On aura successivement 

U = L + wir — Ap(V — «), 

en retranchant de la quantité totale de chaleur donnée à la masse fluide 
réquivalent calorifique du travail extérieur produit par son changement de 
ndume; 



S 



Jcd$ rnr 



L^tégration par parties donne, en partageant — en deux facteurs - 



elai»=<fL, 



d par suite 






Hais 8=^; dmc 



«»-ft-^-S + ^t»-)- 
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Comparons ce résultat avec Téquation S 
vons que c=;^* U ^ient en définitiTe 






— , et obser- 



ve 



At(*-')=T' 



ou bien, en remplaçant ¥ — e par mu, et en supprimant le facteur m, 

Am jT = 7» 

i 

équation qui servira à déterminer u, puis le rapport — ; — > qui mesure 
le poids spéciGque de la Tapeur sèche à l'état de saturation. 
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CHAPITRE PREMIER 

oes MOTeuRS animés 



175. Les moteurs animés sont Thomme et les animaux 
quMl emploie pour son service, principalement le cheval, l'âne, 
le bœuf, etc. 

Les mouvements que Ton observe chez les animaux appar- 
tiennent à deux classes distinctes. Les uns sont instinctifsy et 
semblent à proprement parler constifuer la vie : ce sont les 
battements du cœur, le jeu des poumons, et la plupart des 
mouvements qui résultent de Taccomplissement des diverses 
fonctions animales. Les autres sont volontaires : ce sont ceux 
au moyen desquels l'animal change de place, assure sa nour- 
riture, exerce des efforts etexécule certains travaux. Tels sont 
les mouvements qu'on demande aux moteurs animés. Leur 
caractère principal est le pouvoir qui appartient è Tanimal de 
les accomplir ; les forces ainsi mises en jeu existent chez lui 
pour ainsi dire en réserve, mais une intervention de sa vo- 
lonté est nécessaire pour en manifester l'existence au dehors. 
Les anciens philosophes avaient été conduits par cette consi- 
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délation à distinguer deux soples de forces : les (orcetenae- 
tiou et les forces en puissance, vires in actu, vires m poue. A 
vrai dire, il n'y a pas là deux oalures diffùrenlcs du force; 
les Forces en action sont des Forces en puissance dont l'ani- 
mal vient à tirer un certain parti, cl qui atilremenl se seraioal 
consotninâes d'une manière latente, sans produire de In- 
vaihipparcnt. De môme, uncchaudiûre en pression reprèseiile 
une cerlaine puissance motrice, lors môme que la vapeurpro- 
duite par l'action du f(?u s'échappe en pure perte par les sou- 
papes de sûreté. Cette puissance, cette force potentielle, ne 
devient lorce tn adu, ou force efTective, que lorsque le mia- 
nicien ouvre le régulateur et laisse entrer la vapeur dansles 
cylindres de la machiae. 

176. Le corps d'un animal et ses membres, systèmes mi- 
léricls soumis comme tous les autres à la loi de l'inertii^, sont 
les récepteurs primitifs auxquels s'apidiquenl ses uITortî spon- 
tmés. Ils agissent ensuite sur d'autres systèmes malôiîets, 
soit pour en déterminer le mouvement, soit pour y prenditua 
point d'uppui. 

Le travail extérieur produit est ici le seul efTut qu'il im- 
porte de mesurer. Oa sait qu'on l'évalue en faisant la somme 
des efforts exercés par le moteur sur un corps mobile, mul- 
tipliés chacun par l'e'^pace que parcourt son point d'appli- 
cation, ces efforts étant estimés suivant la direction da 
mouvement efleclif. Si on oppcllc F la Force développée par 
le moteur, projetée sur la direction du mouvement, « li 
vitesse du point d'application de la force, et dt la dur^ 
infiniment petite de l'action de la force ¥, le travail élé- 
mentaire sera le produit Fvdt, et le travail total produit 

dans un intervalle donné sera l'intégrale / i'vdt, prise cuira 

les limites convenables. La somme rapportée ii la duriSe da 
travail journalier qu'on fait produire au moteur peut se 
mettre sous la forme d'un produit de trois fadeurs, P*T, 
I' dés't^mant l'eflort moyen exercé par le moteur, V la vitesse 
moyenne du point d'application de cet erfoil, et T la darè> 
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de la journée de travail, ou plutôt la somme des durées du 
travail exécuté chaque jour. 

Le raisonnement et Tobscrvation s'accordent à faire recon- 
naître que ce produit PVT est susceptible d'un maximum. 
Les facteurs en sont très variables, suivant le genre de tra- 
irai! exécuté et le mode d'action employé pour lexccuter. 
Prenons pour exemple un cheval qui tire une voiture sur 
une chaussée; l'effort qu'il fait varie avec le poids de la 
voiture, l'état de la chaussée, le diamètre des fusées des 
essieux, Tétat de graissage, l'inclinaison du chemin, etc.; mais 
outre ces divers éléments, le cheval peut mener la voiture 
au pas, au trot ou au galop ; à cette dernière allure, il ne 
peut fournir qu'un relai assez court, et sa force de traction 
est beaucoup moindre, de sorte que le produit PVT, dans 
lequel le facteur Y est grand et les facteurs P et T très 
petits, peut être inférieur à la valeur qu'il prend pour 
un cheval de roulier marchant à petite vitesse. L'expé- 
rience seule peut éclairer sur la meilleure détermination de 
ces divers facteurs. On conçoit bien d'ailleurs qu'il doit en 
être ainsi : le moteur animé qui imprime une vitesse moyenne 
T au système matériel sur lequel il agit, doit imprimer cette 
même vitesse à son propre corps ou à une partie au moins de 
son corps ; or cette vitesse est limitée par le fait môme de son 
organisation, et demande à elle seule un effort qui diminue 
d*autantla somme des forces disponibles pour produire l'cfiet 
principal. 

C'est par l'observation qu'on détermine pour chaque moteur 
animé les valeurs les plus convenables des facteurs P, V, T. 
Généralement, le maximum du produit correspond à des va- 
leurs moyennes pour les facteurs : un travail continu, fait 
avec une petite vitesse, et en développant des efforts modérés, 
surpasse au bout de la journée le travail discontinu produit 
par une série de coups de collier très énergiques, séparés par 
des repos fréquents. 

177. Le tableau suivant, dressé parNavier, résume les prin- 
cipales observations faites sur le travail des moteurs animés. 

If. ~~ UtC. COLLIG.XOS. 19 
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MOTEURS 



NATURE DU TRAVAIL 



LLÉVATIOX VERTICALE DKS POIDS. 

Un homme montant une rampe 
douce ou un escalier, sans 
fardeau, son travail consis- 
tant dans rélévation du 
poids de son corps 

Un manœuvre élevant des poids 
avec une corde et une pou- 
lie, ce qui l'oblige à taire 
descendre les cordes à vide. 

Un manœuvre élevant des poids 
ou les soulevant à la main . 

Un manœuvre élevant des poids 
en les portant sur son dos au 
haut aune rampe douce ou 
d'un escalier, et revenant à 
vide 

Un manœuvre élevant des ma- 
tériaux avec une brouette en 
montant une rampe au dou- 
zième, et revenant à vide. . 

Un manœuvre élevant des ter- 
res à la pelle à la hauteur 
moyenne de i",00 
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Un maud'uvre agis<ani sur une 

rouo à chevillcsouâ tambour: 
Au niveau do l'axe do lu rouo. . 
Vers lo bas de la rouo ou à 24» 
In manœuvre marchant et 

pou>sant ou tirant borizon- 

lalenicnt 

Un nianu'uvre agissant .sur une 

manivoUe 

Un manœuvre exercé, poussant 

et tirant allernalivementdans 

le seuo vertical 

\^n clieval attelé à une voilure 

et allant au pas 

Un cheval attelé à un manège 

et allant au pas 

Un cheval attelé à un manège 

cl allant au trot 

In bd'ul alielé à un manège 

ol alhuil au pas 

Un mulot 

l'ii ;nir 



POIDS 

ÉLEVÉ OC 

crronr 

MOTER 
EXSBCi 



kilogr. 



05 

18 
20 



65 



00 



2,7 



60 
42 



12 

8 

6 

70 

45 

50 

05 
30 
14 






W (S. 



s 



mètres. 



0,15 

0,20 
0,17 



0,04 



0,02 



0,40 



0,15 
0,70 



0,00 
0,75 

0,75 

0,90 

0.90 

2,00 

0.00 
0.90 
0,80 



•4 S 



kn. 



9,75 

3,60 
3,40 



2,00 



1.20 



1,08 



9,00 
8,40 



7,20 
6,00 

4,50 

03,00 

40,50 

60,00 

59,00 
27.00 
11,00 



e s = 



heures* 



8 

6 
6 



10 



10 



8 
8 



8 
8 

10 
10 

8 

8 
8 
8 



QUA!«nTÉ 

M 
TIATAIL 
JOLMUUEB 



280,800 

77,760 
73,410 



5\160 



43,200 



Oo,o<W 



259.20» 
251.120 



207,360 
172,800 

162.001» 
2.168,000 
1,166,40.1 

972.4CU 

I,12'>.2IH 
777.000 
534. OSO 
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En moyenne, les puissances mécaniques de Thommet du 

cheval, du bœuf, du mulet et de Tâne sont entre elles comme 

\ 
les nombres, 1 , 6, 5, 4 et 1 ^. 

178. L'organisation physique du moteur a une grande in- 
fluence sur la quantité de travail qu*il est capable de produire, 
et sur le mode qu'il convient d'adopter pour rendre cette 
quantité maximum. L'homme, quand il se tient debout, a la 
colonne vertébrale verticale ; les animaux tels que le bœuf, 
Tâne, le cheval, ont l'échiné horizontale. Or le plus grand 
efibrt que puisse développer un moteur animé est parallèle 
à sa colonne vertébrale; d'où résulte que Thomme parait plu- 
tôt destiné à porter des fardeaux, et les autres moteurs à exer- 
cer une traction. Un cheval, par exemple, peut exercer un 
effort beaucoup plus énergique comme béte de trait que 
comme béte de somme. Pour l'homme, le fardeau qu'il a le 
plus de facilité à porter est son propre corps, et le travail le 
plus naturel qu'on puisse lui demander consiste à élever ver- 
ticalement son poids. On a utilisé celte remarque pour élever 
Tcrticalement des terres. L'ouvrier amène sa brouette pleine 
sur l'un des plateaux d'un monte-charge; il monte lui-même 
en haut du monte-charge par une échelle, et se place dans 
Tautre plateau ; le poids de l'homme enlève le poids de la 
brouette, et la fait parvenir au niveau supérieur, où un autre 
ouvrier la reprend. D'après une expérience faite à Vincennes, 
un homme peut dans ces conditions produire la limite de son 
travail journalier. 

179. Les transports horizontaux donnent lieu (II, g 512) 
à la production d'un certain travail, tout entier dû aux rèsis^ 
tances passives. 

L'évaluation du travail accompli peut se rapporter encore 
au kilogramme et au mètre horizontal parcouru ; mais cette 
manière de compter n'a rien d'absolu, et pour un même trans- 
port effectué, le travail dépensé acquiert des valeurs bien di- 
verses suivant le degré de viabilité de la route parcourue ; il 
est moindre sur une chaussée bien entretenue que sur un che- 



min boueux ou rempli d'ornières ; moindre h vilosse égale sur 
un chemin de Ter que sur une roule, el moindre sur un canal 
que sur un chemin de fer, quand la vilesse du Iraiisporl esl 
suffisamment petite. Le tableau suivant renferine quelques 
ronseignemenls sur les quantités de travail fournies par 
les moteurs le long des roules dans un état moyen d'en- 
Iretien. 
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180. L'alimentalion des moteurs animes, et plus générale- 
ment ralimentalion de tous les animaux, doit fournira la foil 
à l'enlrelien de l'organisme et à la dépense de travail faili> 
par l'animal. 

La source du Irafail fourni par les moteurs animés est la 
chaleur produite dans les poumons par la combustion Ati 
alimenls au contact de l'oxygène. A ce point de vui', les ani- 
maux supérieurs sont de vraies machines llienniques, ayanl 
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leur foyer et leur grille, et exigeant pour travailler une cer- 
taine dépense de combustible. Mais une partie des matériaux 
fournis par la nutrition est employée à la réparation du corps, 
ce qui n*a pas d'analogie avec Tentretien des machines dont 
on se sert dans l'industrie. 

L'alimentation des moteurs animés comprend donc deux 
parts : une portion constitue la ration d* entretien^ en entendant 
ce mot dans le sens physiologique le plus large possible, et 
l'autre portion, la ration de travail; en même temps, les ali- 
ments se partagent en deux catégories : les uns sont les ali- 
ments plastiques, qui conviennent spécialement à Tentretien 
des organes ; les autres, les aliments respiratoires ^ qui jouent 
le rôle du combustible dans les machines à vapeur, et qui in- 
fluent sur la puissance mécanique du moteur. A dire vrai, les 
matières alimentaires n'appartiennent pas exclusivement à 
l'un ou à l'autre de ces types absolus, et pour les classer, il 
faut seulement s'en tenir à la prédominance de certains élé- 
ments parmi ceux qui les composent. Les aliments plastiques, 
pour l'homme, sont en général caractérisés par l'azote; les 
aliments respiratoires, par l'hydrogène et le carbone. 

Il en résulte que la ration d'entretien doit renfermer une 
quantité suffisante de matières azotées, sans quoi le sujet dé- 
périt, et que la ration de travail calculée d'après le travail pro- 
duit doit comprendre des composés de carbone et d'hydrogène, 
éléments combustibles. Ces règles n'ont rien d'absolu, car il 
faut tenir compte dans chaque cas particulier d'une foule de 
circonstances qu'on ne saurait réduire en formules. La va- 
riété du régime alimentaire paraît être en effet une condition 
de santé et de force pour un animal, et d'un autre cdté, on ne 
saurait méconnaître Tinfluence de l'habitude, qui finit par^ 
transformer les tempéraments. 

D'après Payen, un homme adulte en bonne santé perd 
par vingt-quatre heures 20 grammes d'azote et 560 grammes 
de carbone; les 20 grammes d'azote correspondent à environ 
150 grammes de matières azotées. Pour qu'iln'yaitpos appau- 
vrissement graduel du sujet, il faut qu'il absorbe chaque jour 
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unpoidsdenolirrilure variée qui suOise à réparer ces [ 
par exemple, un kilogramme de pain, et environ 300 grammes 
de viande, sans os (on 5S6 grammes de viande, os compris). 
En général, (es ouvriers les mieux nourris sont ceux qui pro- 
duisent le plus de travail. 

181. La chaleur développée dans les poumons et dans 
toutes les régions de l'appareil circulatoire étant la source Je 
tout le travail produit par un moteur animé, il peut paraflir 
surprenant que le travail ècliaufle l'ouvrier ou l'animal qui le 
produit ; il semble, en elTel, qu'alors le travail produise de U 
chaleur au lieu d'en consommer. L'action, chez un animal, sti- 
mule la circulation et augmente le pouvoir absorbant des lis- 
sus; une partie de ia chaleur emmagasinée par l'animal à 
l'élat latent reparait donc à ce moment sous forme de chaleur 
interne, et contribue à élever la température. Toute la cha- 
leur créée par la respiration ne se transrorme donc pas en tra- 
vail extérieur. 

Mais on a remarqué que la portion de chaleur employât' 
pour échauiïer le corps de Tanimai diminue avec rhabitiide, 
de sorle qu'un cheval accoutumé à un service régulier s'i- 
chauffc moins, par exemple, que celui qui serait appelé à faire 
exceptionnellement le même service. 

La relation intime entre le travail et la chaleur est encore 
mise en évidence chez les oiseaux. Comme le mécanisme 
du vol exige de grands cfforls , la respiration et la cir- 
culation sont plus actives chez les oiseaux que cliei les 
mammifères, lis possèdent ainsi il la fois les deux avantages 
qui leur permetlent de se diriger dans les airs : une grandf 
puissance mécanique et un poids extrêmement faible. C'est i 
la difficulté que l'industrie humaine trouve à réunir ces deiii 
qualités dans un même appareil qu'il faut attribuer le peu de 
succès des lenlalivcs d'aviation et de direction des aérostats. 
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DES MOTEURS HYDRAULIQUES. 

182. Les moteurs ou plutôt les récepteurs hydrauliques 
mettent à profit le travail accompli par une chute d'eau. Nous 
en avons, déjà exposé sommairement la théorie générale 
(g 134)f et nous sommes arrivés à l'équation suivante, 

p p 

T = PII -4- -- »« — li' T 

1 - Fin- 2^ V 2^ u i^, 

qui donne le travail utilisé par la machine en fonction du 
poids P de l'eau qui tombe par unité de temps d'une hauteur 
Hf de la vitesse t; de l'eau en amont, de sa vitesse u à la sortie, 
et enfin du travail T^ des résistances secondaires pendant le 
même intervalle de temps. Pour que le rendement de l'appa- 
reil soit le plus grand possible, il faut que l'eau motrice y en- 
tre sans choc et en sorte sans vitesse appréciable. Les meilleurs 
récepteurs sont ceux qui satisfont le mieux à ces conditions. 
185. Les récepteurs hydrauliques se partagent en deux 
grandes classes : les roues ei les turbines. Les roues tournent 
autour d'un axe horizontal, et les turbines autour d'un axe 
vertical *. Les roues se subdivisent en roues en dessous j roues 

* On a créé récemment des types de turbines à axe horizontal, ce qui oblige 
à modifier la définition. On peut dire que la turbine est caractérisée par cette 
circonstance que les filets liquides s'échappent de Tapparcil par des orifices 
distincts des orifices d'entrée. 
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de côté^ roues en dessus, suivant la hauteur à laquelle Tean 
entre dans la roue. Les turbines appartiennent en général i 
deux types principaux: la turbine Foumeyron^ où les fikb 
liquides s'échappent par des trajectoires horizontales, et la 
turbine d'Euler, où les molécules liquides changent de hiih 
teur en traversant la partie mobile de l'appareil. 

Nous ne ferons pas ici une étude complète de tous ces ré- 
cepteurs, ce sujet ne pouvant être traité en détail quedansles 
cours d'hydraulique. Nous nous bornerons à en examiner 
quelques exemples. 

ROUES EN DESSOUS. 




^. «N X 



184. Les premières roues en dessous étaient les roua i 
palettes planes, récepteurs très grossiers, où Teau agissait par 

son choc , et d'où elle sortait 
avec une vitesse sensiblement 
égale à celle de la roue elle- 
même. Le rendement n'excé- 
dait pas 0,33. Poncelet a 
perfectionné cet appareil en 
courbant les palettes. La 
théorie de sa roue à aubes 
courbes peut être présentée 
approximativement comme il 
suit. 
Soit le centre de la roue ; 
AB, A'B', ... les aubes courbes successives; 
MA, la nappe liquide qui atteint la roue en son point le plus 

bas avec une vilesse v. 

Soitv' la vitesse linéaire du point 
le plus bas A de la roue. Pour sim- 
plifier, nous admettrons que le 
rayon OA de la roue est infiniment 
grand, de manière que le déplace- 
ment de l'aube AB, dans la région inférieure de la roue, soit 



Fig. 81, 






Fig. 82. 
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sensiblement une translation horizontale sous la vitesse v\ 
Soit donc ca la trajectoire horizontale d'une molécule liquide, 
animée de la vitesse v. Elle entrera sans choc sur l'aube si la 
courbe ab est tangente à Thorizonlale ca. 

La vitesse relative de la molécule par rapport à Taube mobile 
sera égale à la difTérence t; — v'; par suite la molécule, par- 
venue sur la courbe mobile aby s'y élèvera jusqu'en un point 
dtelf que la hauteur dfsoii égale à la hauteur due à la vitesse 

(v v'V 

V — t/, c'est-à-dire à la hauteur ^— s — -- Celte hauteur al- 

2» 

teinte, la molécule redescendra le long de la courbe da, en 
reprenant aux mômes points des vitesses relatives égales et 
contraires à celles qu'elle avait en montant ; de sorte qu'en 
arrivant en a, elle possédera dans le sens ac une vitesse 
relative égale à t; — v\ L'aube ayant la vitesse v' dans le 
sens af^ la vitesse absolue de la molécule liquide à la sortie 
est égale à (î^ — t;') — v' ou à r — 2v'; elle est nulle, et la 

seconde condition imposée à la roue est satisfaite, si l'on a 

l 

p'=5t;, ou si la circonférence extérieure de la roue a pour 

vitesse linéaire la moitié de la vitesse d'affluence du liquide. 
Alors le rendement serait égal à l'unité, abstraction faite des 
résistances passives. On peut ajouter que la hauteur df est 
égale au quart de la chute qui produit la vitesse v. 

En réalité, Taube AB ne peut être tangente à la circonfé- 
rence extérieure, sans quoi il n'entrerait dans la roue qu'une 
quantité deau infiniment petite ; on lui fait faire avec cette 
circonrérence un angle de 30'' ; l'eau ne sort pas sans vitesse, 
mais du moins elle ne conserve à la sortie qu'une vitesse très 
faible. La roue serait dans d'excellentes conditions de rende- 
ment, si le mouvement ascendant des filets liquides qui y 
entrent n'était pas gêné par le mouvement descendant des 
filets qui ont déjà accompli la moitié de leur excursion ; de 
là des frottements et des mouvements irréguliers qui repré- 
sentent une perte de force vive. Le rendement constaté s'élève 
en définitive à environ 0,65. 
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BOUE EN DESSUS. 



185. Ldivoue en dessus OU roue à augets est un excellent réœp- 
teur, surtout quand sa vitesse est faible. L'eau introduite dans 
les augets supérieurs agit par son poids en descendant avec 
eux, jusqu'à la position à laquelle ils commencent à se vider 
dans le bief d'aval. On peut déterminer approximativement U 
forme que prend pendant le mouvement la surface libre do 
liquide dans chaque auget. Admettons, pour plus de simpli- 
cité, qu'il y ait équilibre relatif de l'eau contenue dans un augct 
sous l'action des forces qui la sollicitent. Ces forces sont b 
pesanteur et la force centrifuge. On est donc ramené à unpn>- 
blême analogue à celui du pendule conique (g 59), ou de l'é- 
quilibre d'un liquide pesant tournant autour d'un axe vertical 
(§93) ; seulement ici l'axe de rotation est horizontal. 
Soit l'axe de la roue ; 
CDB, un auget ; 

AB, la surface libre du liquide qui y est contenu. 
La molécule M située sur cette surface libre est en équi- 
libre, d'après notre supposition, sous 
l'aclion de son poids ME, qui agit sui- 
vant la verticale, et de la force cen- 
trifuge MF, dirigée suivant le pro- 
longement du rayon OM. Soit m la 
masse de la molécule, u la vilcssi' 
angulaire de la roue, r la distance OM; 
nous aurons ME = mj/, et MF =m(i>V. 
La surface libre doit être normale au 
point M à la résultante MG des deux 
forces MF et ME. Prolongeons MG jus- 
qu'à la rencontre en II avec la verticale OU menée par le point 0. 
Les triangles OIIM, EMG sont semblables et donnent la propor- 
tion 

on ME ,. on w(j 

77ir=rF» ou bien — = — =r-- 
OM LU r 




V'.'. Sô. 
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On en déduit OH = ^, quantité conslanlc , quel que soit le 

point M et quel que soit Tauget considéré. Les normales 
à la surface libre vont donc toutes passer en projection par 
le point H, et par suite les surfaces libres du liquide dans cha- 
que auget sont des portions de cylindres droits à base circu- 
laire ayant pour axe commun la droite projetée en H. 

Ce résultat prouve en même temps que Thypothèse de l'é- 
quilibre relatif est inadmissible, puisqu'elle conduit à attri- 
buer à la surface du liquide une forme variable d'un augct 
à Tautre. Ce n'est qu'à titre d'approximation qu'on peut faire 
usage de cette supposition. En d'autres termes, on constate, 
non pas un équilibre véritable, mais une tendance vers un 
équilibre dont les conditions sont incessamment altérées. Il 
n'y a, dans la pratique, aucun inconvénient à maintenir une 
hypothèse qui après tout n'est pas éloignée de la vérité. 

Il résulte delà que les augets commencent d'autant plus tôt 
à se vider que la roue marche plus vite. Le récepteur recueille 
seulement le travail de la pesanteur sur la quantité d'eau 
qu'il contient effectivement. Il importe donc que Tauget se 
vide le plus bas possible ; on y parvient en le remplissant 
seulement au tiers de sa capacité, et en adoptant pour la 
roue une vitesse très modérée. Dans ces conditions le rende- 
ment de la roue, comparé à la puissance absolue, PH, de la 
chute, peut s'élever jusqu'à 0,90. 

TDRBINE FOURNEYRON. 

486. La turbine de M. Foujmeyron (fig. 84 et 85) consiste 
dans une couronne horizontale, représentée en coupe par les 
rectangles GH, et G'H', réunie par des bras LM, L'M à l'axe ver- 
tical IK, autour duquel elle est assujettie à tourner. 

L'eau motrice tombe du niveau PP' du bief d'amont au ni- 
veau NN'du bief d'aval, en passant par le cylindre ABCD, qui 
l'amène à la couronne mobile. Le tuyau EF, appelé tuyau 
portefond^ isole celte eau de l'axe IK, et prévient les déperdi- 



tions de liquide. Le cyltndreABCD est traversé par des doîsons 
vcrlicalcs fixes, figurées par les courbes ai dans ta coupe hori- 
lonlale; ellesontpourobjelde diriger les fîlels liquides deou- 
niârc à les faire entrer dans la couronne mobile sous un angle 




déterminé, la couronne e..t elle-même partagée par des cloi- 
sons directrices équidistantes bc, le, long desquelles les lilots 
fluides doivent glisser en exerçant sur elles une pression qui 
détermine le mouvement dans le sens de la flèche f. Ce mou- 
vement est transmis par les bras LM à l'axe IK, et de là aui 
engrenages ou aux courroies qui relient l'aie aux machines- 
onlils. 

Tourfaire la théorie de l'appareil, réduisons par la pensée li 
couronne ù son plan moyen QQ', et supposons que les filels 
liquides y entrent ù la hauteur de ce plan, tangentiellement 
aux cloisons fixes ab et avec une vitesse «. Si p, est la pres- 
sion atmosphérique qui s'exerce en PF, h la liauleur du 
plan PP' au-dessus du plan QQ', p la pression en b, le théo- 
rème deBcrnoulli détermine la vitesse ii par l'équation 



("1 



= ft + ' 



n étant le poids spécifique du liquide. La pression p n'e?t pas 

encore connue. 
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L'eau entre dans la couronne avec la vitesse absolue bu; 
mais le point b de la couronne est animé d'une vitesse linéaire 
V dans le sens de la flèche f. Pour avoir la vitesse relative de 
l'eau par rapport à la couronne, il suffit de composer la 
vitesse bu avec une vitesse bv, égale et contraire à la vitesse 
linéaire du point i^, ce qui conduit à une résultante bw. Il n'y 
aura pas choc à l'entrée si cette résultante est tangente à la 
cloison bc. Nous supposerons cette condition remplie. 

Soient a et ^ les angles que les cloisons ab et bc font avec la 
circonférence intérieure de la couronne. Le triangle bwv nous 
donne les deux équations : 

(2) w* = M* -f f* — Si/» cos a, 

(3) ^=}i. 

Le iilet liquide qui parcourt la cloison bc dans son mouve- 
ment relatif est soumis ù la pression motrice p au point b, à 
une pression résistante p' au point c, aux réactions normales 
de la cloison bc^ à la pesanteur et aux forces apparentes, sa- 
voir les forces centrifuges et les forces centrifuges composées. 
Appliquant au mouvement de ce filet le théorème des forces 
vives, on élimine à la fois la pesanteur, les forces centrifuges 
composées, et les réactions de la cloison directrice, puisque 
toutes ces forces sont normales au chemin décrit et ne pro- 
duisent aucun travail. Le théorème de Bernoulli, complété par 
l'addition du terme qui correspond au travail de la force cen- 
trifuge (III, § 216;, donne la vitesse relative w' de sortie. On 
parvient à l'équation 

^ 2^ "^ n "" 2/7 "^ n "^ 2// 2ûr' 

t/ étant la vitesse linéaire de la circonférence extérieure. Si 
r et r' sont les rayons des deux circonférences extrêmes qui 
comprennent la couronne, on aura entre v et v' Téquation 

(5) ^ = Î-. 
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Composons enfin la vitesse relative w' avec la vitesse d'en- 
Iraincinent v' du point c; la résultante eu' sera la vîtes» 
absolue avec laquelle l'eau qulUe la couronne pour enirer 
dans lebiei' (l'aval. La seconde condition d'un boa rendeiiicnl 
exige que celle vitesse u' soit la moindre possiblc.Ëlleesldoo- 
nûedanslu triangle cu'w', où y est l'angle de la cloison k 
avec la circonférence extérieure de la couronne : 

U" = lU-» + E-» — SiF'p'cOiï. 

OU bien 

On i-eiidra m' très petit en donnant à i une petite valeur, A 
en faisant w' = v'. On aurait mâme u':= 0, el le récepteur 
sérail parfail, si l'on faisait m'^u' et 7^0. Mais celte détcr* 
minalion-Iiniite est inadmissible. En effet, considérons unarc 
infiniment </«, égal à une partie aliquole de la circonft^ice 
intérieure bhh'; considérons en même temps l'arc ds", égal i 
la môme parlio aliquote de la circonférence extérieure rg^; 
le second de ces arcs débite à l'eslérieut- IVau que le premier 
di-bitc à l'intérieur de la couronne. La continuité du débilexigc 
en effet que les dépenses de ces deux orifices soient les mêmes. 
Or l'arc ds est traversé par un courant liquide anirai de U 
vitesse «, qui fiiit avec sa direction un angle «; le débit est 
donc proportionnel au produit uds sin a. Le débit de l'jrc <ft' 
dans le mouvement relatif est de même proporlionncl à 
tv'ds'siny, et l'on a 



ou bien, puisque ds et th' sont entre eux comme les rayons des 
circonférences, 

Celte équation montre que ■( ne peut être nul sans rcodre 
nul le débit de la turbine. Onfaii ordinairementYz^SO*. 

La pression p' qui régne liors de la couronne est égale i la 
pression atmosphérique augmentée de la pression correspoB* 
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danle à la hauteur h' comprise entre les plans NN'el QQ'. C'est 
une des données de la question. 

En résumé, on connaît les angles a et y» les hauteurs h et h\ 
les rayons r et r', les vitesses v et v', et on a à déterminer les 
sept inconnues 

M, w, ,3, p, v*, w', u'. 

Pour cela on a sept équations, de sorte que le problème est 

déterminé. Le rendement s'obtient en observant que, si P est le 

poids d'eau écoulé dans l'unité de temps par la turbine, et II 

la hauteur de la chute h — h\ la puissance de la chute est 

PH, et la puissance perdue est représentée par la demi-force 

1 P 
vive conservée par l'eau à la sortie, ou par - u'* ; le rende- 

*/ 
ment est donc égal à 



Pli ~ 2^11* 

Cette quantité s*exprime en fonction des angles a e( y* 
Ajoutons, en effet, les équations (1), (2) et (4), après avoir 

divisé par Sjf Téquation (2) ; puis remplaçons /* — /*' par II 

et v/ par v'. Il vient 

Nous avons de plus 

(3) Vr = »r, 

et 

(7) ir'r'siny = tirsinx. 

Multipliant membre à membre et effaçant les facteurs 
communs, il vient 

^ Sllly 



tr' 



Hais l'équation (6), dans laquelle on fait w'=v\ donne 
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4^H 



tangasin^l 
siny 



Le rendement maximum de Tappareil est enfin égal à 

Stangocsin*^ sin | 

COS n 



PRESSION d'une YEINE UQCIDE SUR UN PLAN MATÉRIEL IKDÊfiai. 




187. Soit AB un plan matériel indéfini, sur lequel une 
veine fluide vient tomber. On demande de déterminer la résul- 
tante F des pressions normales exercées par le plan sur la 

veine fluide, égale et contraire à la 
résultante des actions normales exer- 
cées par la veine fluide sur le plan. 

Soil MN une section transversale de 
la veine ; les filcls fluides qui Ira- 
versent celle section sont tous paral- 
lèles et animés d'une même vitesse V. 
Au delà de cette section, les filels 
fluides s'infléchissent, et viennent 
s'étaler sur le plan, en prenant des 
vitesses variables d'un filet à l'autre, 
mais toutes parallèles au plan AB. La 
veine a donc la forme MQSN ; on peui 
la couper par un cylindre PQRS, normal au plan AB, et tel 
que toutes les molécules fluides, une fois ce cylindre franchi, 
aient des vitesses sensiblement parallèles à ce plan. Cette hy- 
pothèse ne serait pas toujours admissible si le plan AB ctail 
limité, ou si l'on y substituait une surface courbe. 

Appliquons au système matériel compris entre le plan JI.N 
et la surface PQRS le théorème des quantités de mouvement 
projetées sur un axe 00', normal au plan AB. Si dans un temp:» 
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Fig. 86. 
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innniment petit dt, le système se transporte de la position 
WNPQRS dans la position M'NT'Q'R'S', l'accroissement des 
quantités de mouvement s'obtiendra en retranchant les quan- 
tités de mouvement des molécules en MNM'N' des quantités de 
mouvement des molécules comprises entre les deux surfaces 
PQRS et P'Q'R'S', ces quantités de mouvement étant projetées 
d^ailleurs sur la'droite 00'. Les quantités de mouvement des 
molécules composant l'anneau liquide PQRS, P'Q'R'S' sont 
nulles en projection, puisque les vitesses de ces molécules 
sont normales à Taxe. Les molécules en MNM'N' ont une vi- 
tesse y, qui fait avec le plan un angle a, et avec l'axe de pro- 

jection un angle ^ — a. Soit Û la section MN; le volume 
IINM^N' sera Û x ^dt, la masse - ûVd^ et la quantité de mou 

Tement projetée sera par conséquent - QVdt sina. 

Les forces qui agissent sur le système sont : 1* la pression 
atmosphérique, qui règne sur toute la section MN, puisque 
récoulemenl s'y fait par filets parallèles, et qui enveloppe 
d*a'lleurs tout le volume de la veine fluide; elle se détruit en 
projection sur un axe quelconque ; 

2"* La réaction normale du plan, abstraction faite de la pres- 
sion atmosphérique; nous la représenterons par la lettre F; 
le point d application de cette force est inconnu. Le frotte- 
ment du fluide contre le plan AB est normal à l'axe 00', et ne 
donne rien en projection ; 

3"* Le poids de la masse fluide, force verticale appliquée en 
son centre de gravité G, et que nous représenterons par P. 

Le théorème des quantités de mouvement donne en défini- 
tive 



— 5 û\*disinst = (Pcos^ — F)dt, 



et on en déduit 



F = Poo8^-|-SûV«8iii«. 
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La force F se compose donc de deux parties. La première, 
Pcos^, est la composante normale du poids de la tsm^ 
HNRSPQ posée sur le plan îndinë AB; c'est ce qu*on appelle 
la pression statique, pour indiquer qu'elle subsisterait encore 
si la masse fluide était solidiGée et posée sur le plan. 

La seconde partie -ûV sin a dépend de la vitesse T, et 

constitue la pression dynamique de la veine. Elle est eipri- 

V* 
mable par le produit 2nû x ^ sin a, ou par le douUe do 

poids d'un cylindre fluide ayant pour base la section Q, pour 
longueur d'arête la hauteur ^ due à la vitesse Y, et dans le- 
quel les arêtes feraient avec le plan de la base un angle a. 

La même théorie s'applique au cas où le plan choqué esl 
mobile; seulement, il faut substituer à la vitesse Y la vitesse 
relative de la veine par rapport à ce plan. 



THÉORIE DES MOULir^S A VENT. 



188. Un moulin à vent est un récepteur destiné à utiliser 
I , .. les mouvements naturels de Tair. 



1 1 



c 

1 

I 






„Vj L'appareil comprend un corlain nom- 

I Lre d*ailcs, ordinairement quatre, 

'— '\ formées d'un cadre gauche en char- 

pente, sur lequel on tend des toiles. 






r iL-^' ^ Les ailes sont moulées sur des bra?, 
V^'ir V .... 
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implantés normalement à Taxe qui 
\ I transmet le mouvement aux meules 

^D* ou aux autres machines-outils. Cet 

axe, sensiblement horizontal, doit 
^*^*^* être dirigé contre le vent; on are- 

marqué qu*il convenait de lui donner une petite inclinaison 
montante, le vent ayant à la surface du sol une direclioo 
légèrement plongeante. 
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L*air, animé d*une vitesse V, frappe les ailes du moulin. 
Soit AB la projection horizontale, et ab la projection verticale 
de Taxe de rotation ; cherchons l'action exercée par Tair 
dans Sun mouvement relatif sur l'élément de surface gauche 
projeté horizontalement en CDDV et verticalement en cdd'c\ 
Nous appellerons o) la vitesse angulaire de Taile autour de 
l'axe (AB, ab). Une expérience de M. Athanase Dupré, de 
Rennes, fait connaître Taction exercée par Tair en mouve- 
ment sur une petite surface. 

189. Un tube OA, plein dair, bouché en A, reçoit dans le 
plan de la figure un mouvement de rotation uniforme autour 
du point fixe 0. Propo- 
sons-nous d'abord de dé- . v 



Fig. 88. 



terminer la loi de répar- j b 

tition des pressions a 1 m- — ' 

térieur du tube pendant 

le mouvement. Soit p la 

pression dans une section M située à la distance OM = r de 

l'axe de rotation. L'accélération centrifuge a pour valeur (a>'r, 

et l'équilibre de la masse fluide satisfait à l'équation 

Mais en vertu de la loi de Mariette p = Kp , K étant une con- 
stante. On en déduit 



et 



P 



Klognép.£ = ^(f«-r.«). 



La pression p en un point défini par sa distance r est donc 
définie par l'équation 



««._,. «Vf v^ 

2K^ ** r. 2K p2K 
p = p^ = Ce = Ce 



en désignant par V la vitesse linéaire (i>r du point considéré, et 
par C une constante qui reste à déterminer. 



Cda posé, M. A. Dopié a observé que, si Ton Mfraldiii 
h psroi btènle du tobe un orifice en B» do oM6 ^ icfarie 
l'air atoBoapbérique pendant le moaTement, cet orifiee m 
donnait passage ni à l'air extérieur pour entrer dans le tak. 
ni àrairdu tube pour en sortir; et eela,^elle que fM la vilon 
angulaire m et la distance r. On peut en eondare que la pm- 
sioo p déf doppée par Taetion de Fair ealèrienr dans le aioa- 
Tement rebtif fait équilibre à la pression p calculée par h 
fimnnle hjdrosialique, de sorte que la pression par unilèée 
surfiice défdoppée par le montement normal d*un éUaMal 
de surface dans Fair sous la titesse Y serait exprimée pr 
la formule exponentielle 



Lorsque la vitesse Y n*est pas très grsnde» on peut dévdop- 
per rexponenlielle en série, et se contenter des dksox prenim 
termes; il vient alors 

Le premier terme représente la pression statique de Tair; 
si Ton en fait abstraction pour ne tenir compte que de la 
partie dynamique de la réaction mutuelle, il vient 

R — — = AV« 
n — ^j. — A» , 

et on retrouve la loi du carré de la vitesse relative (g 187), 
que nous appliquerons à notre problème. 

190. L'élément de Taile est défini (fig. 87) par sa dislance 
rz=zbnbi Taxe de rolalion; par Tangle 0, que la génératrice 
de la surface gauche fait avec le plan moyen XY du moulin 
à vent, ou avec un plan normal à Taxe de rotation; enfin par 
sa largeur (lr = nn' et sa longueur b = CD. La vitesse angu- 
laire (!e Taile étant u) aulour de l'axe AB, la vitesse linéaire 
du point n est égale ù cor dans la direction BY. dette vitesse 
est sensiblement la même pour tous les points de rélément 
considéré. Estimons la vitesse relative normale de Tair par 
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lort à l'élément CDD'C; il suffîl pour la Irouverde projeler 

El vitesses sur la normale EF à cet élément, et de retrancher 

ft vitesses uinsi ramenées au même sens. La vilesse absolue 

l'air donne suivant ccItc direction une composante VcosO; 

fa TÏlossc aljsoiue de l'élément a une composante ursinQ, et 

I vitesse normale relative esl égale h VcosO — uirsinO. La 

isîon dynamique exercée par le vent sur l'élcmunt a pour 

leur le produit 

Kh/r(VcMS — «rlinS)*. 

K repr<^scnlanf uncoeflicient qui va rie avec le poids spécifique 
■ de l'air, bdr la surface pressée, et(Vcosfl — ursinft)* le carré 
de la vilesse relative estimée normalement h la surrace. 

Le chemin parcouru par l'élément d'aile pendant le temps <fl 
est égal h litrdt, dans la direction BY; projeté sur la direction 
de la force, il esl égal ù i^rdt sin ô. 

Le travail élémentaire corre'^pondant au temps dt est donc, 

far la petite surfjce CDll'C, 
Pool 
pou 



KWrlïcoifl — wiin 

'Our l'unité de temps, il sera 

KMr(ycos« — .rMi 



e)« X Kl 



4 



I pour les quatre ailes, te travail T recueilli par l'appareil 
s'obtiendra en prenant l'intégrale de celte diffiTcuticlle pour 
tous les éléments des ailes. On aura donc en déHuilive, en 
fiusaul sortir les facteurs constants du signe /, 



"J''.f" 



mel'sinSrrfr, 



tri représentant les limites exiréincs de l'aile, et B étant 

eces limites une fonction connue de la varialile r. 

Il'our trouver la forme la plus convenable de l'aitc corres- 

Indanle h des valeurs données de V et de «d, on devra déter- 

ter la fonction Q de manière que rinti'grale soit maximum. 

mrae elle se compose d'éléments tous postlits, on satisfait 

h la condition en rendant maximum chacun de ces éléments 

indépendamment des autres, ce qui revient à égaler à zéro la 
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différenlielle par rapport à 6 seul de la quantité placée sous 
le signe /. Il vient ainsi : 

2(Vcosd — «rsinô) (— Ysinô — «iircosO]8md + (VcosÔ — o«rsin6]*cos9 = 0. 

Cette équation se décompose en deux facteurs, savoir : 

Ycosô — «rsinO = 0, 
(Vcosô — «rsinfljcosO — 2(Ysinfl -|- Nrcosd)sinO = 0. 

La première solution est inadmissible, car elle annulerait 
le travail T qu'on veut rendre maximum ; elle définit la forme 
de Tailc qui, en se mouvant avec la vitesse angulaire oi dans 
Tair animé de la vitesse V, ne subirait de la part du vent au- 
cune action normale. 

L'autre équation donne la condition cherchée : divisant par 
2Vcos'0, et changeant les signes, il vient 

lang«Ô+ -^y tango- 5=0. 

Cette équation donne pour tangO deux valeurs : Tune positive, 
Tautre négative; la première seule résout la question dans le 
sens direct de son énoncé. On voit que la forme la plus conve- 
nable de Taile varie avec le rapport y. 



CHAPITRE III 



DES MACHINES A VAPEUR ET AUTRES MACHINES THERMIQUES. 



MACHINE DE PAPIN. 

491. La machine à vapeur, telle qu*on l'emploie aujour- 
d'hui, esl le résultat des perfectionnements successifs d une 
idée première due à Denis Papin. Il s'était proposé d'obtenir 
le mouvement oscillatoire d'un piston placé dans un cylin- 
dre, en faisant agir sur lui d'un côté la pression d'un fluide, 
de l'autre la pression de l'atmosphère. 

Concevons qu'au moment où le piston P est parvenu au 
haut d'un cylindre ABCD ouvert à sa partie supérieure, on 
fjsse le vide sous ce piston ; la pression atmosphérique qui 
continue à agir sur la face F n'étant plus équi- 
librée par la pression du fluide contenu dans i 
le cylindre, tend à faire descendre le piston. 
Admettons que ce mouvement soit accompli. 
Une fois que le piston est parvenu au bas de 
sa course, supposons qu'on rétablisse la pres- 
sion du fluide a Tintérieur du cylindre. Le 
piston , soumis à la fois à deux pressions ^'^* *^* 
égales et contraires, sera entraîné vers le haut par le poids 
des organes de la machine, ou, au besoin, par un contre- 
poids. Le mouvement oscillatoire s'obtiendra donc en opérant 
dans le cylindre des dilatations et des raréfactions alterna- 
tives du fluide qui y est renfermé. On transformera ensuite 
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ce mouveincnl oçcillatoire en un mouvement quelconque, 
pai exemple en mouvement circulaire continu. Tel est le 
type somm<iire de la machitie atmosphérique, ou maciûtu l 
simple effet. 

Papin songea d'abord à utiliser pour cet objet la poudre à 
canon. Supposons qu'on place entre le piston P,, ramené sa 
lias de sa course, et le fond AB du cylindre, une petite couche 
di'^ poudre à laquelle on mettra le feu. Au moment de la dè- 
Hagpiilion, le piston sera cliassé vers le haut el viendra pren- 
dre sa position supéiieure P. Puis les gaz de la poudre se re- 
froidissant, la pression intérieure diminuera, et le piston sen 
ramené de P en P, par l'excès de la pression atmosphérique 
sur la pression intérieure. On introduit alors à la base du ct- 
lindre une nouvelle quantité de poudre, qu'on enHamme, et 
le mouvement peut être ainsi prolongé aussi longtemps qu'on 
le voudra. 

Celte soluiion, abandonnée par Papin, a été reprise de 
jours el appliquée au battage des pieui. La poudre qu'il con- 
vient (l'em[i[oyer alors est la poudre blancbe, au chlorate ie 
potasse, qui s'cnHamme sous le choc du marteau. 

192. Le procédé auquel Papin semble s'élre arrêté coih 
sisle â remplacer la poudre- par une couclie d'eau placée sur 
le fond AB du cylindre. Si l'on chauffe cette eau jusqu'à U 
transformer en vapeur, on développera sous le piston une 
pression égale à la pression atmosphérique, et le piston re- 
montera de P, en P. Puis, éloignant le feu du cylindre, oB 
laissera se condenser la vapeur, qui repassera bieutàl ù l'élit 
liquide; la pi-cssion atmosphérique, supérieure ù ce moment 
à la pression intérieure du fluide, fera rétrograder le piïto) 
et le ramènera en P,. 

L'oscillalion du piston résultera ainsi de rèloignemeittet 
du rapprochement alternatif du Feu. A l'intérieur du cylin- 
dre, l'eau passera alternativement de l'élat liquide à t'étalde 
vapeur, et de l'élat de vapeur à l'étal liquide. La machine i 
vapeur est tout entière dans ce premier essai. 



VACniNE DE ^EWCOHEK. 



tOô. Le premier peiTectionnemenl notable de la machine 
de Papin a coDsislè à sùparcr du cylindre où se meul le pis- 




ton la chaudière ou s'opère la vaporisnlion de l'eau. 0» ob- 
tient ain^i la machine atmosphe'nque , ou pompe à feu de New- 
comen, qui fut pendant longtemps employée à l'épuifemonL 
des mines. 

L'eau liquide esl vaporisée dans la chaudière A, placée sur 
le loyer. La vapeur se rend dans le cylindre p.ir un conduit 
qu'on peut ouvrir ou fermer à volonté au moyen d'un robi- 
net. Le piston U est attaché par une chaîne à un balancier rao- 
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bile autour d'un point fixe. Ctille cliniiie s'enroule sur un art 
de cercle ayant ce point pour centre, de manière à conserwr 
invariable la position de la partie libri> du lien. L'autre 
extrémité du balancier porte un urc analogue, auquel s'atli- 
clie la cliaine qui conduit les pompes. Un contre-poids tend* 
faire descendre celle partie de l'appareil et à soulever le pis- 
Ion II. A proximitii du cylindre se trouve placé un réservoir 
d'eau froide, d'ot't p^rt te tuyau D qui conduit l'eau dans le 
cylindre; un robinet sert à furmer et à ouvrir ce tuyau. Pour 
que le piston 11 monte, on ferme ce dernier robinet et on ou- 
vre le robinet d'admission ; le contre-poids am6ne le piston D 
dans sa position supérieure, et le cylindre se remplit de tb- 
pcur. On tourne alors les deux robinets; un jet d'eau tnâàt 
pénètre dans le cylindre el la vapeur se condense aussiUl. U 
vide se fait sous le piston, et la pression atmosphérique le n- 
mène dans sa position la plus basse. Un tube particulier 
verse sur le pislon une petite couche d'eau qui empoche \a 
fuites de vapeur à la jonction du piston et du cylindre. 



PEIIFECTIONNBIENTS I 



194. Le perfectionnement dùàNewcomcn se résumait dans 
la séparation de la chaudière d'avec le cylindre où se meut le 
yislon. Le perfectionnement principal dû à Watl est de même 
la séparation du condenseur et du cylindre. Papin opérait dans 
un môme espace les trois fonctions de la machine : produc- 
tion de la vapeur, action de la vapeur sur le piston, conden- 
sation de la vapeur. Wall sépare ces trois opérations et les lût 
accomplir dans trois organesdistincts, ayant chacun une des- 
tination unique. C'est une application du principe de la rfiri- 
sion du travail. 

L'emploi du condenseur est fondé sur un principe de phy- 
sique formulé par Watt et connu sous le nom de j}rinci]Kdeta 
paroi froide. Uuand une quantité limitée de vapeur contenue 
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dans une enceinte à la température t est mise en communica- 
tion avec une autre enceinte à la température t\ inférieure 
à T, il se fait un écoulement de fluide de la première enceinte 
dans la seconde, et au bout d'un temps assez court, les deux 
enceintes sont remplies d'un mélange de vapeur et d'eau 
liquide dont la pression se règle sur la température t' la plus 
basse. Pour condenser la vapeur sous le pis! on, il n'est donc 
pas nécessaire d*injecter de l'eau froide dans le cylindre, 
comme le faisait Neivcomcn. Il suffit d'ouvrir une communi- 
cation libre entre le cylindre et un espace entretenu à la tem- 
pérature la plus basse possible. La machine à vapeur, réduite 
à ses parties essentielles, comprend donc trois organes prin- 
cipaux ; on peut se rendre compte de leur rôle sur la figure 
suivante : 




Fis. 9i. 



kj ehaudièi-e où l'eau est maintenue à l'état d'ébuUition, à 
la température t et sous la pression p ; 

B, qjlUidre où se meut le piston P ; la machine que nous re- 
présentons est une machine à double effet, c'est-à-dire une 
machine dans laquelle le piston est alternativement pressé sur 
ses deux faces ; le piston transmet son mouvement au dehors 
du cylindre par la tige R, traversant une botte à étoupes S; 

C, condenseur entretenu à une température t\ aussi basse 
que possible; 

D, tubes d'amenée ou tubes d* admission ^ conduisant la va- 
peur de la chaudière au cylindre; 



E, tubei de fuiU oa JTéekapprmenîj conduisant la Tapeur an 
condenseur; 

SI, N, M', N\ robinets de distribution, que nous supposons 
manœuvres à la main. 

Pour faire monter le piston, on ouvre les robinets N et If, 
et on Terme les robinets M et M'. La partie supérieure du cy- 
lindre Cbt alors en communication avec le condenseur, elles 
fluides qui y sont contenus prennent une pression peu diiïé- 
rente de la pression p' correspondante à la température i. La 
partie inférieure est en communication avec la chaudière, et 
si:bit une pression peu dirtêrente de la pression p. Le piston 
est donc sollicité vers le haut par une force égale à (p — p')Û, 
Û étant sa surface. Quand il est parvenu au haut de sa course, 
on ferme les robinets N et N', et on ouvre M et M'. Les com- 
munications des deux parties du cylindre s'établissent dam 
Tordre inverse, et le piston est sollicité à descendre par une 
pression résultante égale encore à (p — p')Q. Le jeu indéfini 
de la machine suppose donc : 1*" la fermeture et rouverture 
alternatives des robinets conjugués M, M' et N, N', à chaque 
fois que le piston atteint la fin de sa course; 2^ la production 
indéfinie de vapeur en A, c*est-à-dire la consommation d'un 
certain poids de combustible et Tintroduction de la quantité 
d'eau liquide qui se transforme en vapeur; 5* enfin le main- 
tien du condenseur à la température t', par une injection d'eau 
froide et par l'évacuation conslante de toute l'eau de condensa- 
tion qui tend à le remplir. La machine comprend donc, outre 
les organes principaux que nous avons d'indiqués plus liant, 
un foyer pour brûler le combustible sous la chaudière, une 
pompe alimentaire pour fournir à la chaudière Peau enlevée 
par la vaporisation, une pompe aspirante ou pompe à air, |)oiir 
vider le condenseur à mesure que la vapeur condensée s'y 
inlroduil, et une pompe à eau^ pour y injecter de petites quan- 
tilés d'eau froide, qui empêchent la température de s'élever. 

Enfin, un mécanisme particulier rattachera le jeu des ro- 
binets de distribution M, N, M', N' aux pièces mobiles delà 
ma hine, de manière à supprimer l'emploi des ouvriers aui- 
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quels on confiait d'abord cette manœuvre. La première Irans- 
mission de ce genre a été imaginée par un enfant, employé à 
tourner les robinets d'admission de la machine de Newcomcn, 
et qui, au moyen de tringles et de ficelles attachées d'un côté 
au robinet, de Tauire au balancier de la machine, fit faire 
par la machine elle-même le travail dont il était chargé. 



DETENTE. 




195. Au lieu de manœuvrer à la fois les robinets M, M", et 
les robinets N, N', on peut, en réglant convenablement l'épo- 
que de leur ouverture et de leur fermeture, obtenir une meil- 
leure utilisation de la vapeur produite. 

Considérons le piston P dans sa course ascendante; les ro- 
binets M et M' restent fermés pendant toute cette partie, et le 
robinet PT est ouvert. Quant au robinet N, 
qui amène la vapeur sous la face AB du 
piston, au lieu de le laisser ouvert tout 
le temps de la course, nous le fermerons 
quand le piston sera parvenu à une posi- 
tion particulière AB. A partir de ce mo- 
ment jusqu'au bout de la course ascen- 
dante, la vapeur comprise dans le cylin- 
dre entre la paroi mobile AB et les robi- 
nets N et M' se détend et sa pression diminue. Elle tombe 
ainsi de la pression p h une pression plus petite p^, et c'est 
80US cette dernière pression qu'elle se trouve au moment 
où la condensation commence par Touverture du robinet M'. 
La détente consiste donc à limiter l'admission par la fermeture 
du tube d'amenée avant que le piston ait accompli toute sa 
course. Le coefficient de la détente est le rapport de la lon- 
gueur de course elTectuée pendant la délente à la course totale. 

Pour apprécier l'avantage de la détente, nous supposerons 
que, pendant que la vapeur se détend, la loi de Mariolle lui 
soit applicable, c'est-à-dire qu'elle se comporte comme un 
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gaz dont la température serait constante. Pour que cette hy- 
pothèse soit admissible, il faut que Ton fournisse de la cha- 
leur à la vapeur pendant que son volume augmente; autre- 
ment il y aurait abaissement de température, et, suivant les 
cas, vaporisation d*eau liquide ou condensation de vapeur au 
sein de la masse fluide dilatée. Appelons p la pression de h 
vapeur dans la chaudière, laquelle est sensiblement égale à 
la pression exercée sur la face du piston pendant Tadmission. 
Soient Q la section du piston ; 

/ la portion de course qu'il décrit pendant Tadmission; 

L la course totale ; 

et Vq le volume de V espace mort compris entre les robinets 

et le piston au moment de son départ. Pendant la période 

d'admission, le travail moteur de la vapeur est mesuré par k 

produit 

Au delà, la pression se réduit de plus en plus ; si s est 
l'espace décrit par le piston à un cerlain instant, la pression f 
correspondante de la vapeur, dans l'hypothèse où nous nom 
plaçons, sera donnée par la loi de Mariotte 

q X (V«-f nx; =;^ x (V. + q/). 

Donc 

Vo 4- m 

Le travail élémentaire fourni par un déplacement dx du cj- 
lyndre est qQdXy ou bien 

;>(V,H-Q / )n<^ 

V. -f Qx ' 

et le travail total pendant la détente sera la somme de celle 
expression entre les limites / et L. Le travail moteur T fourni 
par la course entière est donc égal 5 



4-u* 



pal + /»(V. + pj) lojuép. JtJ^- 
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En général, on fait en sorte que l'espace mort V^, soit le 
plus petit possible. Supposons-le nul. La formule devient 

I = pQ/ (l -f log. y j = /;Q/ (i + log. ^J . 

Or, pour obtenir ce résultat, il a suffi de dépenser un vo- 
lume Ql de vapeur produit sous la pression p. La dépense de 
corabuslible est proportionnelle à ce volume. Donc le facteur 

1 -+- log nép^ mesure l'utilisation de la dépense faite; si 

|)^=p, c'esl-à-dire s'il n'y a pas de détente, le facteur de- 
vient égal à l'unité; il croit à mesure que p^ diminue, c'est- 
à-dire à mesure que la détente augmente et que l'admission 
diminue. 

D'après ce raisonnement une machine à vapeur serait d'au- 
tant plus parfaite que la détente y est plus prolongée. Mais 
celte conclusion n'est vraie qu'avec certaines restrictions, car 
elle repose sur une hypothèse qui n'est pas ordinairement 
vérifiée, celle de la constance de la température pendant toute 
la détente. D'ailleurs la détente est évidemment limilée par 
la pression dans le condenseur. Elle est dite complète quand 

Pi = P'- 

Pour maintenir constante autant que possible la tempéra- 
ture de la vapeur, Watt entourait son cylindre d'une enceinte 
communiquant librement avec la chaudièieet formant autour 
de lui comme une chemise de vapeur. Cette précaution avait 
pour effet de réchauffer la vapeur pendant sa détente à travers 
les parois du cylindre. Une partie de la chaleur produite dans 
le foyer est alors employée à opérer ce réchauffement. 



TIROIRS SUBSTITUÉS AUX ROBINETS. 



196. Au lieu des robinets qui ferment et ouvrent alter- 
nativement les tubes d'admission et d'échappement, on se 
sert d'appareils à mouvement alternatif appelés tiroirs. Voici 
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te système primilivement adopté par Walt sous le nota 
de grand Uroir ou de liroiV en D '. Il s'applique spécialement 
aux maciiiiies sans détente. 

Le cylindre Aiï, dans lequel se meul le piston P, est en com- 
munication avec une botle de distribulion M, par les con<luils 
m, n, qu'on appelle les lumières d'échappement et d'admis- 
sion. Dans celte boile se ineul le gr^ind tiroir; il est forme ie 
deux pistons D et E, réunis ensemble à distance invariable 
par un tuyau F qui les traverse tous les deux. Le grand tiroir 
est mobile dans la boite de distribution 
entre les positions DE et I^E'; la pre- 
mière laisse les lumières wi et n au-des- 
sous des pistons D et E; la seconde les 
amène au-dessus. 

La boile de distribution est alîmenlée 
directement pur le tuyau C qui vient de 
U chaudière , et qui aboutit entre les 
deux pistons D et E; elle communique 
par le tuyau G avec le condenseur. U 
vapeur entoure le tuyau F dans tout 
l'intervalle des deux pistons. 
Supposons que le piston P soit au haut 
' du cylindre, et qu'il ail à accomplir un« 

"* nouvelle course dans le sens descendant. 

Il sufllra pour cela d'amener la vapeur par la lumière m au- 
dessus du piston, et d'établir la communication par la lumièr» 
R avec le condenseur G. On obtient ce double résultat en don- 
nant au tiroir la position supérieuie DE. 

Quand le piston e^t parvenu en P,, et qu'il faut le fcjre 
remonter en P, il n'y a qu'à introduire la vapeur sous '« 
piston P, par la lumière n, en ouvrant à la vapeur siluét 
au-dessus un chemin vers le condenseur. On y parvient cd 
amenant le granJ tiroir dans la position D'E' ; caraloi-s la lu- 
mière Il communique avec l'intervalle compris entre les dem 
rappelle h fariDe de 11 coupe transversale du tu]rBu qui réanil ta 
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pistons du tiroir, et par là avec la chaudière, tandis que la 
lumière m communique avec le condenseur G par Tintermé- 
diaire du tube F qui traverse les deux pistons. 

L'épaisseur commune des deux pistons auxiliaires D ef E 
doit être égale à la largeur des lumières m et n pour qu*il n\' 
ait pas de détente. Si elle é(ait plus grande, il y aurait à la 
fois détente de la vapeur dans le cylindre sur une des faces 
du piston, et compression sur l'autre face dans les espaces 
libres. 

Le jeu de la distribution se résume dans le mouvement al- 
ternatif du système DFE, qui doit passer de la position DE à 
la position D'E', puis revenir de la position D'E^ à la posi- 
tion DE. Ce mouvement est en général emprunté au mouve- 
ment circulaire continu produit par la machine. Un excentri- 
que, calé sur Tarbre principal, mène une tige ( liée, par un 
levier coudé L analogue aux renvois de sonnettes et mobile 
autour du point 0, à la tige T qui commande le tiroir. 

La distribution sera assurée si le tiroir DE est dans sa po- 
sition moyenne, les pistons D et E bouchant les lumières m 
et n, au moment où le piston principal P est au bout de sa 
course, avec cette condition que le tiroir se déplace vers le 
haut quand le piston principal est dans la position P à partir 
de laquelle il doit descendis, et qu'il se déplace vers le bas 
quand le piston principal est dans la position P^ à partir de 
laquelle il doit monter. Il suffit pour cela de régler convena- 
blement l'angle de l'excentrique avec la manivelle de Tarbre 
principal. 

Le grand tiroir de Walt a l'inconvénient d'être lourd; 
l'ajustage en est assez délicat, et il ne conviendrait pas aux 
grandes vitesses qvtt Ton donne maintenant aux machines 
à vapeur. Watt l'avait adopté, à une époque où les ma- 
chines donnaient seulement un petit nombre de coups par 
minute, parce que les pressions de la vapeur sur ce tiroir 
se font à chaque instant équilibre; Teffort à Taire pour le 
déplacer est donc indépendant de la pression de la vapeur ; il 
dépend seulement des masses de l'appareil et de la vapeur 
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entrain6d dans son mouvementt et du frotlemént des pistons 
contre les parois de la boite, frottement réglé exclusivement 
par l'ajustage de l'appareil, puisque les pressions de la Ta- 
peur sur le système se détruisent et ne contribuent pas à Taug- 
menler. 

PETIT TIROIR. 

197. Le petit tiroir ou tiroir à coquille qu'on emploie aujoa^ 
d'hui est beaucoup plus léger, mais les pressions de la sapeur 
n*y sont pas équilibrées, de sorte que l'elTort à faire pour le 
déplacer est proportionnel à la différence entre les pressions 
dans la chaudière et dans les tubes d'échappement. 

Latéralement au cylindre AB dans lequel se meut le piston 
principal P, on ménage une boite de distribution communi- 
quant librement avec la chaudière par le tuyau C. 

La paroi extérieure du cylindre est dressée suivant une sur- 
face plane SS', qui ferme la boile de distribution; dans l'é- 
paisseur du métal compris entre la surface SS' et la surface 

intérieure du cylindre, on 
ouvre trois conduits, sa- 
'_^ voir : les deux lumières 

mm\ mi\ aboutissant aux 
deux extrémités du cylin- 
T lire, et le conduit d'échap- 
pement G, aboutissant au 
condenseur. Le tiroir DE est 
une caisse rectangulaire, 
dont les parois ont exacte- 




Fig. 91. 



ment l'épaisseur des lumières m' et ?ï',*et qui, dans sa po- 
sition moyenne, couvre à la fois les deux lumières. 11 est 
mené par une tige t, qui emprunte son mouvement à un 
excentrique calé sur l'arbre tournant, à angle droit en avant de 
la manivelle menée par le piston principal. De là résulte que 
quand le piston P est an bout de sa course, vers la gauche oo 
vers la droite, le tiroir DE est dans sa position moyenne, re- 
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présentée par la figure, le liroir se meut vers la droite si le 
piston r occupe sa position extrême à gauche : il découvre 
alors la lumière d'admission mm\ et en même temps il met 
en communication la lumière nn' avec le tuyau 6, de sorte 
qu'il y^a admission de la vapeur sur la face gauche du 
piston et condensation sur la face droite; le piston P^ chassé 
de gauche à droite, retourne 5 l'autre bout du cylindre. 
Lorsqu'il y parvient, le tiroir DE est revenu à sa position 
moyenne, mais il est animé d'une vitesse dirigée de droite à 
gauche. Il va donc découvrir la lumière d*admission nn\ et 
mettre la lumière mm' en communication avec le conden- 
seur G. Le piston est alors chassé vers la gauche, et accom- 
plit sa course inverse. 

Le problème est ainsi résolu. On voit que le tiroir supporte 
extérieurement la pression de la vapeur de la chaudière, et 
iotérieurenient la pression qui règne à Torifice du tube d'é- 
chappement. La différence de ces deux pressions tend à ap- 
puyer le tiroir contre le plan SS', et développe un frottement 
proportionnel à celle différence. Le travail perdu par le frot- 
tement est d'ailleurs égal, pour une course simple du pis- 
Ion, au produit du frottement par l'espace décrit par le tiroir, 
et cet espace est égal au double de la largeur des lumières 
m' et n^ On peut donc le restreindre en diminuant celte di- 
mension. Mais cet artifice entraine un accroissement de l'au- 
tre dimension de la lumière, car la section totale offerte à 
Fécoulement de la vapeur doit conserver une valeur con- 
stante, el par suite il entraine aussi un accroissement de la 
largeur du tiroir, c'est-à-dire un accroissement de sar surface 
et du frottement développé. 

Appelons h la largeur commune des lumières m' et n\ l la 
distance d'axe en axe des deux lumières, Ma longueur des lu- 
mières, p la pression extérieure au tiroir et ;/ la pression 
intérieure, enfin f le coefficient du frottement des métaux en 
contact suivant le plan SS'. La surface du tiroir est sensible- 
ment égale à (/ -H ft) X 6, et le frottement a pour valeur 
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détente, ou de créer une détente si la machine marche i 
pleine pression. Pour en expliquer le mécanisme, nous em- 
ploierons un diagramme (fig. 96) analogue à celui qui noust 
servi pour expliquer le jeu de la machine à double efTet (g 194). 
Deux cylindres, AB, A!B\ de diamètres inégaux, mais de 
longueur sensiblement égale, sont placés Tun à côté de Tautre. 
La vapeur fournie par la chaudière est amenée au pre- 
mier cylindre AR, le plus petit des deux, par Tune des lu- 
mières n et m; ce premier cylindre communique au second 
par deux tubes croisés m'm" et n'n"; enfin le second cylindre 
A'B' , le plus grand des deux , communique avec le con- 
denseur G par les lumières d'échappement m'" et n"\ Les 
deux pistons P et P' marchent ensemble avec des vitesses 
égales. 

La distribution est faite au moyen des robinets R, S, R', S', 
R'', S". Quand, par exemple, les deux pistons commencent i 
descendre, les robinets S, R', S" doivent être ouveits, et les 

robinets R, S\ R' doîvoit 
ètie fermés. Lorsque les 
pistons ont«déjà parcouru 
un espace /, on ferme le 
robinet S sans i ien cliao- 
ger aux autres, et la va- 
peur se détend au-dessus 
du piston P jusqu'à la 
fin de la course. Soit L 
la longueur de la course 
tolalo, (0 la seclion du petit cylindre AB, û la secfton du grand 
cylindre A'B'. 

Admettons encore que la vapeur comprise dans le grand 
cylindre au-dessous du piston P' et dans le petit au-dessus du 
piston P ne change pas de température en augmentant de vo- 
lume. Soit X l'espace décrit par chacun des pistons. Cherchons 
les pressions de la vapeur dans les différentes régions de 
l'appareil. Appelons p la pression de la vapeur à l'admission; 
si jc < /, la pression est égale à p sur la face supérieure du 



gL 




J3<> 



Fig. 00. 
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pelit piston. Si a?>/, la pression effective est réduite à — ; 

pi 
au bout de la course, elle est égale à y-* La vapeur occupe 

alors la totalité du cylindre, c'est-à-dire un volume Lo), en 
négligeant les espaces nuisibles. 

La vapeur qui remplît Tespace compris au-dessus du grand 
piston et au-dessous du petit occupait au commencement de la 
eourse le petit cylindre tout entier, c'est-à-dire un volume La>, 

sous la pression p. 

Dans la position définie par Tabscisse Xy elle occupe un 
Tolume (L — x)o) -h Ûx, et sa pression est 

pi lot l'/u 

«_ X = • 

L (L— x)w-f-Qx U-H(Û — w]* 

Enfin, au-dessous du piston P' règne la pression // des 
tuyaux d'échappement. 

Pour un déplacement dx commun aux deux pistons, le 
travail élémentaire s'exprime par la fonction 

si X est>> {, et par la fonction 

si X est </, la détente dans le premier cylindre n'étant pas 
alors commencée au-dessus du petit piston. 
Le travail total pour une course simple est donc égal à 

►L . .-ils 



OU à 



dx , / ;>/w(a — oiJj? -, 

ptal — j/ûL -f pw/Iognép. Y -f p/wlognép. ^'^ "T" i — ") 
= /)«*/ n -f log y -H log 5 j — |,'QL = pw/n + logj5j — i^'ûL. 



338 MACHINE 

La dépense de combustible est sensiblement proportionnelle 
nu volume o)/, de sorte qu'en faisant abstraction de la contre- 
pression du condenseur, le coefficient d'utilisation du com- 
bustible est égal au facteur 

On remarquera que ûL est le volume total du grand cjlin- 
dre, et (d/ le volume de la partie du petit cylindre qui est rem- 
plie par la vapeur à pleine pression. 

L'emploi des deux cylindres équivaut donc à une augmen- 
tation de la détente. Si le premier cylindre était seul utilisé, 

le travail moteur serait égal à 1 + log j pour une admisaon 
proportionnelle égale à p Avec les deux cylindres ce coeffi- 
cient devient 1 -H log t— , c'est-à-dire que tout se passe à œ 
point de vue comme si Ton employait un seul cylindre avec 
une admission proportionnelle ï: x -. réduite dans le rapport 
des sections des deux cylindres. 



MACHINE DE CORNOUAnXES. 

200. La machine de Coniouailles est le type des machines 
à détente et à simple effet destinées à l'épuisement des mines. 
Le mouvement oscillatoire du piston, au lieu d'être transformé 
en un mouveinenl circulaire continu, est transmis par un ba- 
lancier à la mailresse-lige qui commande toutes les pompes 
d'épuisement. 

Le cylindre AB est muni d'un luyau latéral avec lequel 
il communique par les deux lumières m et n. Ce tuyau 
dél)ou( ho en dcns la chaudière, en G dans le condenseur; il 
renferme (rjis soupapes, S, S', S". La première, S, e^t appelée 
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Fig. 97. 



soupape d'admission; la seconde, S^ soupape déqwllbre; la 
Iroisiëme, S'', soupape d'exhaustion ou déchappement. 

Pendant l'admission, la soupape S resie levée ainsi que la 
soupape S" ; la soupape S', au contraire, reste fermée. La va- 
peur, sortant de la chaudière, passe 
par l'ouverture m et presse la face 
supérieure du piston, pendant que 
la face inférieure, communiquant 
avec le condenseur par l'ouverluren, 
ne subit qu'une pression très faible. 
Lorsque le piston P est descendu 
d'une certaine quantité, on ferme 
la soupape S. L'admission cesse, et 
la détente commence ; elle se pro- 
longe jusqu'à ce que le piston P 
soit parvenu au bas de sa course. 
Alors la soupape S" se ferme et la soupape d'équilibre S' s'ou- 
vre. Les deux faces du piston P sont en libre communication 
Tune avec l'autre par l'intermédiaire du tuyau mn. Les pres- 
sions s'égalisent sur ces deux faces, et le piston remonte, en- 
traîné par le poids de l'attirail des pompes attaché à l'autre 
extrémité du balancier. La course de bas en haut du piston 
s'effectue donc sans qu'il y ait travail de la vapeur, ce qui 
justifie le nom de machine à simple effet. Le travail moteur 
n'est produit que pendant la course descendante. 

On peut régler à volonté l'époque de l'ouverture et de la 
fermeture des trois soupapes et disposer arbitrairement de 
la détente. Mais la manœuvre des soupapes exige un méca- 
nbme particulier, car il n'y a pas ici d'arbre tournant sur 
lequel on puisse caler un excentrique. Le mouvement du 
piston et des pompes étant alternatif, il y a un instant d'ar- 
rêt de la machine à chaque extrémité de la course du piston. 
Or c'est à cet instant que doit s'opérer la manœuvre des sou 
papes S et S^ Le problème de la distribution revient donc à 
déplacer les soupapes à un instant où toutes les parties prin- 
cipales sont en repos. On l'a résolu en prolongeant, pour 




l'une, s, porle une soupape qui s'ouvre de dehors en dedans; 
l'aulre, s', esl un lube extùiifur muni d'un roliintl qu'on 
peul ouvrir plus uu moins à l'aide d'une Iringic It. La lîge du 
pislon est lUIacItéc à un levier 1)B' mubilâ autour d'un [wint 
(iie 0, et muni en B d'un conlrc-poids. L'autre eslrcinilé 
porte une cliatne C, i|ui s'enroule sur une poulie q, munie 
d'un bras IK et mobile autour de l'axe horizontal I. 

Pendant (]ue le piston principal descend, la tige TT, sIIa- 
chée au balancier de la machine, presse au moyen du !»• 
quel u sur le bras IK, et abaissant le point B' du levier, Eii 
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monter le piston plongeur p; Teau de la bâche est aspirée 
dans le corps de pompe, et y entre à la fois par la soupape s 
soulevée vers l'intérieur et par Touverlure s'. Cet effet pro- 
duit, la tige abandonne le bras IK, et la cataracte fonctionne 
seule, indépendamment du reste de la machine. Le piston 
plongeur p descend sous l'aclion de son poids propre et 
du contre-poids P ; en descendant, il chasse l'eau aspirée par 
le corps de pompe; mais cette eau ne peut sortir que par l'o- 
rifice s\ puisque la soupape s se referme dés que l'aspiration 
cesse. 

L'expulsion de Teau demande un temps plus long que 
l'aspiration, à cause de la réduction des orifices ouverts, et 
l'on peut, en étranglant la section s' au moyen du robinet, pro- 
longer cette durée autant qu*on le voudra. Le retour du pis- 
ton plongeur à sa position primitive pourra donc, si la cata- 
racte a été convenablement réglée, continuer à s'opérer quand 
tout le reste de la machine demeure immobile, et on pourra 
emprunter au levier de la cataracte le mouvement nécessaire 
pour la manœuvre des soupapes au moment opportun. C'est 
à opérer celte manœuvre qu'est destinée la tringle mm. 

Les soupapes de Cornouailles sont disposées de (elle sorte 
qu'un petit déplacement suffise pour ouvrir à la vapeur de 
larges orifices. L'ouverture se fait par un simple déclenche- 
ment qui laisse agir un contre-poids; la fermeture, en rame- 
nant ce contre-poids à sa place primitive. Ces opérations sont 
eflectuées par des poutrelles armées de tasseaux dont on peut 
faire varier la position à volonté, de manière à modifier la 
détente. Le règlement de la cataracte donne un moyen d'es- 
pacer plus ou moins les coups de piston successifs. 

En résumé, les machines de Cornouailles ont une extrême 
flexibilité d'allure, bien utile dans un travail aussi irrégulier 
que l'épuisement d'une mine, et elles permettent de pousser 
très loin la détente, ce qui correspond à une économie de 
combustible. 
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ordinairement enscmljle deux cjlindres avec manîvdlei I 
angle druiL pour i^vilcr les points morts. Un mécuiiisiuu parli- 
culier seit à changer le sens de la marche. 

L'IiiJlice est un fia^'inent d'hélicoïde à plan directeur, 
monté sur un ai'bre liorizonlal et cnlîèrenient pIoiig<- dans 
l'eau à l'arriôre du bâliraenl. Une machine à vapeur donne 

Q 



liif. lui, — F, F, fouiieau 

à net arbre une rotation dans un sens déterminé. Les iM- 
chines ont ordinairement des cylindres lioriiontaux ou incli- 
nés, plact-^s transversalement â la longueur du bâlimcnl. Le 
peu de largeur des hillimenls exige l'emploi de dispositions 
parliculiiires : les plus usitées sont la machine à fourreau 
(fig. 101) et la machine à bielle renversée {fig. 99). 



203. Une locomotive ((ig. 102) est une machine à vapeur j 
montée sur plusieurs paires de roues, dont l'une au me 
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pour activer le tirage. L'absence de condenseur suppose que 
la machine fonctionne à haute pression. 

204. Soit (fig. 103) le centre de la roue motrice; E le 
point de contact de cette roue avec le rail; OA^a manivelle, 
AB la bielle, P le piston et CD le cylindre. 




J 



D 



Fig. 1C3. 

Soit R la pression exercée par la roue sur le rail au point E; 
la force R', égale et contraire à R, sera la réaction du rail sur 
la roue. Décomposons ces forces en deux composantes, Vunt 
perpendiculaire au rail, l'autre parallèle. Nous obtenons aiasi 
les réactions normales, Q et Q\ du rail et de la roue* et les 
réactions tangentielles F et F. Appelons f le coefficient du 
frottement des solides en contact au point F. La condition 
nécessaire et suffisante pour qu'il n'y ait pas glissement delà 
roue sur le rail est exprimée par linégalité 



F 



<A 



ou F < /Q. La force Q est la portion du poids de la locomotiTe 
qui pèse sur la roue motrice 0. La force F est développée par 
lejtMide la machine. C'est la réaction F', égale et conlrairei 
qui produit la progression du train. 

Le travail moteur de la machine, pour un tour entier de 
roue, est égal au travail résistant lorsque la vitesse de la lo- 
comotive est constante. Appelons H l'effort de traction que la 
locomotive doit exercer constamment sur le train pour le 
mener à une certuine vitesse. Soient R le rayon des roues 
motrices, p la pression de la vapeur à Tadmission, p' la 
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pression de la vapeur dans les tuyaux d'échappement, r le 
rayon des cylindres, et / la course des pistons. La locomotive 
comprend deux cylindres, dont les manivelles sont calées à 
angle droit. 

Pour simplifier le calcul, nous ferons abstraction de la dé- 
tente. 

Le travail moteur développé par une course simple de l'un 
des pistons est égal à icr'/ x (p — p') ; pour l'allée et la venue 
du piston le travail sera double, et il sera quadruple pour les 
deux pistons marchant à la fois, ce qui fait 4zr*/x (p — p') 
pour une oscillation complète des pistons, c'est-à-dire pour un 
tour de roue. Or la roue motrice roule sur le rail, puisqu'on 
suppose le glissement impossible; la locomotive avance donc 
de la quantité 2xR, et le travail résistant pris positivement 
est égal à 217RH. On a en définitive l'égalité 

d'où l'on déduit H = ^^^''^<P'-P^) . 

L'effort de traction est donc proportionnel au produit rV, 
ou bien au volume des cylindres, et inversement proportionnel 
au diamètre des roues motrices. 

Si la locomotive doit mener un train très lourd, l'effort U 
sera très grand, et il faudra augmenter r^l et diminuer R; on 
obtient ainsi le type des machines à marchandises^ qui ont de 
grands cylindres et de petites roues motrices. Si, au con- 
traire, la locomotive doit conduire un train léger, l'effort H 
étant moindre, on adoptera de petits cylindres et un grand 
diamètre de roues, ce qui caractérise les machines à voya- 
geurs. 

L'effort de traction H est la somme de toutes les forces F 
développées au contact des roues motrices et du rail, et chaque 
force F est limitée par l'inégalité F < /Q. On aura donc aussi 

en appelant Q, Q^,... les poids qui pèsent sur les roues mo- 

iT. — > nie, oouNiK»» SS 
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trices. Lorsque reflbrt H est grand, on augmente la somme 
Q + (y + (y -h •.., qui limite cet effort, en faisant porter la 
machine sur plusieurs roues motrices. Les machines à mar- 
chandises ont au moins trois essieux couplés, et la somme 
+ 0" + ... comprend la totalité du poids de la machine. 



DisraiBcnoN avec détente fixe. 

205. La détente fixe peut s'obtenir facilement en donnaol 
au tiroir des recouvrements. Cette solution est connue sous le 
nom de détente de Clapeyran ^ 

Le tiroir mn (fig. 104) est mené par la tige ^ qui s'attache 

aux barres d'excentriques. Dans sa position moyenne, le 

^ ^ tiroir recouvre à la fois 

W^m^MM^^^^^l^^ les deux lumières ac. M. 



Fig. m. 




i:^- 5^4.W.<| %^\^ ^ ^ML ^ Les recouvrements srat 

'^ ^ ^1 »^ placés à rextérieur da 

tiroir, et consistent en 
deux hrides égales, c^, d\i. Les Ggures successives I à VII (fig. 1 03) 
montrent les principales positions occupées par le tiroir dam 
la suite de son mouvement relativement à l'une ac des deux 
lumières, et permetlent d'étudier ce qui se passe sur la face 
gauche du piston moteur. De la position I à la position II, le 
tiroir marche vers la droite en découvrant de plus en plus la 
lumiùre; arrivé dans la position II, il rétrograde et revient à 
la position III, identique à la position I, sauf que la direction 
de sa vitesse est changée. Pendant tout ce temps, la lumière 
restant ouverte, la vapeur pénètre dans le cylindre sur la face 
gauche du piston : c'est la période d'admission. 

Le tiroir, continuant à s'avancer, atteint la position IV, qui 
est la position moyenne. Dans l'intervalle, la face gauche du 
piston ne communique plus ni avec la chaudière, ni avec le 
tuyau d'échappement; c'est donc la période de détente. 

A Sur le mouyement du tiroir, yoir I, g§ 282 et 28^ 



A partir de la position IV, la lumière ae est en communi- 
cation avec l'échappement ef; elle s'ouvre graduellement jus- 
qu'à la position V, puis reste ouverte pendant l'excursion que 
fait le tiroir à gauche de cette dernière position ; ensuite elle est 
fermée graduellement par le retour 
du tiroir, jusqu'à ce qu'il soit revenu 
â la position moyenne VI. Toute l'ex- 
cursion du tiroir à gauche de sa po- 
EÏlion moyenne correspond à la pé- 
riode d'échappement. 

Enfin, de la position VI à ta posi- 
tion VU, la communication entre la 
face gauche du piston et la conden- 
sation se trouve interrompue, sans 
être établie encore entre la même 
face et la chaudière ; c'est la période 
deeomprastOH dans les espaces libresy 
ainsi que nous le reconnaîtrons plus 
loin. Elle se termine à la position VD, 
qui est la reproduction complète de 
la position I. 

Le mouvement rectiligne allema- 
Uf d'un point quelconque du tiroir 
est sensiblement identique au mou- 
vement projeté sur la même droite 
du bouton de la manivelle qui le 
commande, ou du centre de l'excen- 
trique qui lient lieu de celte mani- 
velle. Considérons un point parti- rig. lœ 
culier, a, du tiroir, et regardons 

le mouvement de ce point le long de la table de distribu- 
tion comme la projection du mouvement d'un point mobile 
sur une circonférence. Le point a est dans sa poàlion moyenne 
lorsque le tiroir occupe les positions IV et VI. Prenons 
un point sur l'alignement des points a. et a,; ce sera le 
centre du cercle cherché. La position II nous donne la limite 
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esliûme de l'excursion du tiroir vers la droite. Projefonsie 
point 0, en A, sur l'iioriïontale menée par le point ; OA sera 
le rayon du cercle que devra suivre le point mobile. Décri- 
vons donc une circonférence du point comme cenire avec 
OAjpourrajon; les positions successives n,, a,, Oj, a,, a ,a ,a , 
du point du tiroir seront respectivement Jes projections dcî 
positions A„ A,, ..., A,, \^, occupées successivement par le 
point directeur parcourant ce cercle, dans le sens de la flÀ- 
che: ces points A,, A, ... peuvent aussi représenter les posi- 
tions du centre de l'excentrique correspondantes aux posi- 
tions 1, 11, ... du tiroir. 

H résulte de là : 1° que le rayon OA, est égal à l'excentri- 
cité. On voit que l'excentricité est la somme de la largeur « 
de la lumière, et de la longueur cg de la bride de recouvre- 
ment; 

S* Qu'au moment où le Uroir passe dans la position I, l'ad- 
mission allant commencer, il Tant que le piston moteur soiti 
Texlrémilé de sa course vers la gauche. Or le mouvement do 
piston est aussi sensiblement identique à la projection sur si 
propre direction du mouvement du bouton de la manivelle 
qu'il conduit. Si donc on regarde le point comme le centre 
de l'arbre tournant, la manivelle du piston devra avoir li 
direction OM, quand le centre de l'excentrique occupe 
la posilion A,, et la distribution sera assurée en calant 
l'excentrique de manière que son centre fasse avec la mani- 
velle motrice l'angle M,OA,. Appelons « l'excès de cet anglu 
sur l'angle droit ; ou donne à cet angle a le nom d'avance an- 
•jutaire. Si /est la largeur de la lumière ac, etr la longueurs 
du lecouvreraent extérieur, le rayon OA, d'excentricilé est 
égal à r + /; la distance KA, est égale au chemin décrit par 
le tiroir entre les positions I et II; elle est égale, par cotû^ 
queut, à la largeur t de la lumière. Donc OK^r et l'angle » 
est donné par l'équation 



- 0" 



r + l 



Pour trouver les espaces décrits par le piston pendant 



radmission, la délcnlc, etc., rapportées k la course entière, 
appelons p le nyon de la manivelle principale. Pendant l'ad- 
mission, la manivelle OM, tourne dans le sens de la flèche 
d'un angle A^OA,, égal à iSO" — 23. Le piston décrit sensi- 
blement une longueur égale à p x (1 -H cos2a). 

Pendant la détente, la manivelle tourne de l'angle a, et le 
piston décrit sansiblemenl un espace égal àp (cosa — cos2«). 
L'échappement correspond à un angle de 180° décrit par 
la manivelle, pendant lequel le piston avance d'abord 
vers la droite de la quantité p (1 — cosa), puis rétrograde 
vers la gaucfie en parcourant un espace égal i p (1 +cosix). 
La quatrième période correspond à un angle a décrit par la 
manivelle, et à un déplacement linéaire p (t — cosa)du piston, 
qui comprime dans les espaces libres les fluides emprisonnés 
à sa gauche par la fermeture de l'échappement. Aussi donne- 
t-on à cette quatrième période le nom de période de com- 
pression. 

La fraction qui mesure l'admission est 

p(t+ios3,) ^ l+(l-2sm'al _ _ ^ 



c'est à ce nombre qu'on donne quelquefois le nom de cocfll- 
cient de détente, bien qu'il 
soit plus exact d'appeler ainsi 
la fraction qui mesure la course 
pendant la détente, savoir 

plCOSa— COsSa) 1 , n , I 

Ci — ^ > ^ ^ (CM« - cosa-)- 

Les mouvements simultanés 
du tiroir et du piston sont re- 
présentés sur la ligure 106. 

A„ A,..., cercle déciil par 
le centre de l'excentrique. 

M,, Mj..., cercle décrit par 
le bouton de la manivelle. ' "" 

Tt* Pc Pt> !**• positions principales du pistoD. 
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^1 ^8« ^* ^9 positions correspondantes du tiroir. 

90"" + a, angle de calage de l'excentrique. 

Une épure analogue donnerait toutes les circonstances de 
la distribution, s'il y avait un recouvrement intérieur. La bride 
intérieure est du reste toujours très petite. Elle tend i 
augmenter les périodes de détente et de compression, et a 
réduire la période d'échappement. 

En augmentant légèrement l'angle de calage a, on produit 
Vadmission anticipée^ c'est-à-dire qu'on fait commencer l'ad- 
mission un peu avant que le piston ait atteint la Gn de sa 
course. Cet artifice est surtout utile dans les machines i 
grande vitesse, pour éviter les chocs du piston contre les cou- 
vercles du cylindre. 

ÉPUr.E FAUVEAU. 

206. Les mouvements simultanés du piston et du tiroir 
sont définis approximativement par deux équations que nous 
allons poser. Soit l'angle décrit par la manivelle du pisUm 
à partir de la position OM^ (fig. 1 06) ; appelons x la course du 
piston 5 parlir de la posilion correspondante p^ ; nous aurons, 
en appelant p le rayon de la manivelle, 

L'angle que fait au môme moment le rayon d'excenlricilê 
avec la droite OM^ est égal à -h 90° h- a, et la course du 
tiroir, à partir du point qui forme la limite gauche de son 
excursion, est donnée par l'égalité 

y = (r 4- /) [l — cos(0 + 90» -f a)] 
= (r4-/)[l-fsin(0 4.ai]. 

Nous pouvons considérer x et y comme les coordonnées 
rectangulaires d'un point mobile; les projections de ce point 
sur les îixc.s feront connaître 5 la fois le mouvement du 
tiroir cl celui du pislon. L'équation du lieu décrit par le 
point mobile s'obtiendra en éliminant entre les deux équa- 
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tions. La construction résultante prend le nom d*épure 
Fauveau^ du nom de Tingénieur qui Ta employée le pre- 
mier. 

Construisons la courbe par points. 

Pour = 0, on a à la foisx = Oety= (r-t-/)(l -i-sin a), 

Or sina = ;• Donc t/ = r -♦-/-♦- r=2r-f-/. 

Ayant pris sur l'axe OY une longueur OI = r-f-/, égale 
à la demi-course du tiroir, on aura la position du tiroir en 
portant au delà une longueur Ia = r. Le tiroir sera alors sur 
le point de dévouvrir la lumière d'admission. 

La limite supérieure de y est 2(rH-/) = 0A; elle cor- 
respond à sin(6-Ha)==l, ou à = 90* — a. On a alors 
x = p(l — cosô) = p(l — cosa), ce qui donne un point b. 
Le lieu est tangent en ce point à Thorizonlale AB. 

En continuant ainsi, on reconnaîtra que la courbe est une 
ellipse inscrite dans le rectangle ABCO dont les dimensions 
sont 0C=-2p, course du piston, et 0A = 2 (r-i- /), course du 
tiroir. Le centre 0' du 
rectangle est aussi le 

centre de la courbe; si ^i 2 n 

Ton prend un point M « 
quelconque sur celte ^\ 
courbe, et qu'on le pro- 
jette sur les axes en P Ja' 
et en Q, les points P 
et Q seront des posi- 
tions simultanées du fï^. 107. 
piston et du tiroir sur 

les droites OC, OA. L'admission sur Tune des faces du 
piston commencera quand le tiroir sera dans la position a; 
le piston occupe alors soit la position 0, soit la position F, 
projections des points a et m qui tous deux ont la même 
ordonnée Oa. On reconnaîtrait de même que l'échappement 
commence quand le tiroir revenant sur ses pas occupe la 
position a', et qu'il dure tout le temps que le tiroir met à 
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aller de il' en et à reTenir de enii'. Pendant ce temps, le 
piston rétrograde de la position C à la position P% projee- 
f ions des points e et m\ Les diferses phases de la distributioa 
sont donc représentées sur la figure par les arcs successifs 
de l'ellipse interceptés par les horizontales am^ cfm\ confor- 
mément au tableau suifant. 
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Admission.. . . 

Décente 

Echappement. . 
Compression. . 


de a en « 
de m en c 
de c en m' 
de «t' en a 


de a en A et retour en a 

de a en a' 
de a' en et retour en a' 

deafen a 


deOenP- 
deP'enC 
deCenP- 
de F' en 
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207. DifTérents procédés peuvent être employés pour don- 
ner aux machines à vapeur une détente variable. Les princi- 
paux sont la dèlcnte Meyer, la détente FarcoU la coulisse de 
Slephenson, le système de M. Dcprez. 

Détente Meyer. — La détente Meyer est représentée fig. 108. 
Elle comprend deux tiroirs, B et C, manœuvres simultané- 
ment par deux excentriques calés sur l'arbre de couche de la 
machine; Tun, le tiroir B, est commandé par la tige D: 
l'autre, le tiroir C, est commandé par une tige E. Le tiroir 
principal B, au lieu d'avoir de simples recouvrements exté- 
rieurs, comme le tiroir ordinaire, porle des lumières p^tP'f 
par lesquelles la vapeur passe de la boîte de distribution, A^ 
dans les lumières m, m, du cylindre. La cavité n sert à Té- 
chappemcnt de la vapeur par le creux du liroir. 

La détente se produit quand le tiroir B est placé de 
manière à permettre l'admission par une lumière que le 
tiioir C vient bouclier. Pour faire varier la fraction de de- 
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tente, il suffit d'augmenter ou de diminuer la longueur 
du tiroir C; pour cela, ce tiroir est formé de deux mor- 
ceaux, c et c^ traversés dans toute leur longueur par une 
tige cylindrique portant enfeif deux pas de vis renversés. 
Si l'on Tait tourner cette tige sur son axe dans un sens, on 
rapproche les parties c et (/, et le tiroir se raccourcit ; on pro- 



ltQ==rrT 




Kiff. 108. 



duitTelfet inverse en faisant tourner la tige en sens contraire. 
Le second tiroir doit donc être relié à son excentrique par une 
tige E qui puisse recevoir un mouvement de rotation sur son 
axe. Cette tige E traverse un goujon G dans lequel elle peut 
tourner; elle est prolongée par une tige à section carrée, F, 
sur laquelle est montée une roue dentée M. Le goujon G est 
attaché par un étrier articulé en H à la tige Q de l'excentrique. 
La roue M, dans laquelle glisse librement la tige F, engrène 
avec une autre roue L; on lui imprime au moyen de la mani- 
velle K un déplacement angulaire autour de son axe, dans 
UD sens ou dans l'autre. De celte jnanière, on écarte ou on 
rapproche à volonté les deux moitiés c et (^ du second tiroir 
pendant le mouvement de la machine, et on donne ainsi au 
coefficient de détente telle valeur qu'on veut, depuis l'admis- 
sion à pleine pression jusqu'à une admission infiniment pe- 
tite. Dans certaines machines, l'ccartement et le rapproche- 
ment des parties c et c' sont opérés par la machine elle-même 
au moyen du jeu du régulateur. 

208. Détente Farcot. — La détente Farcot (fig. 109) emploie 
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aussi deux tiroirs, mais le tiroir principal entraîne k frot- 
tement le second tiroir jusqu'à ce qu'il bute contre une came 
dont on règle à volonté la position. Le second tiroir s'arrèle 
à cet instant, et le tiroir principal continue sa course en glis- 
sant sous Tautre tiroir devenu fixe. Les lumières d'admission 
se trouvent alors fermées et la détente s'opère. 
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A, boîle à dislribulion ; 

a, a\ lumières d'admission du cylindre ; 

B, tuyau d'amenée de la vapeur; 
fr, lumière d'échappement; 

ce, tiroir principal, manœuvré par la tigeT; 
c, d, d, d, ouvertures correspondantes à la lumière a; 
c', d', d', d', ouvertures correspondanles à la lumière a'; 
DD, second tiroir, appuyé par des ressorts sur le tiroir CC, 
qui Tentraine à frottement; 

e, d, ouvertures correspondantes aux ouvertures d, d, d; 
e\ e\ ouvertures correspondantes aux ouvertures d', d', i\ 

F, came butant contre les saillies m\ m', du second tiroir, 
et Tarrélant dans sou mouvement; 

G, arbre vertical commandant la came et permettant de 
faire varier la détente; 
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fet g, projection horizonlale de la came F et coupe horizon- 
tale de Tarbrc G; m^, m/, projections horizontales des saillies 
m et m\ 

COULISSE DE STEPIICNSON. 

209. La coulisse de Stcphcnson, que nous avons décrite 
{I, g 284), a pour premier objet le changement de la marche 
4e la machine; il suffit pour cela de substituer à Texcentriquc 
calé à 90"" + a en avant de la manivelle un excentrique symé- 
trique du premier, c'est-à-dire calé à 90* -4- a en arrière. Cha- 
4^un de ces excentriques mène une barre dont l'extrémité 
s'articule à la coulisse. Varbre de relevage^ déplacé à l'aide 
d'un levier de changement de marche, ou mieux ài'aide d'une 
*vis, permet de régler à volonté la position du coulisseau qui 
commande la tige du tiroir. On pourra donc conduire à vo- 
lonté le tiroir par l'excentrique de la marche en avant, 
ou bien par l'excentrique de la marche en arrière. Placé 
au milieu de la coulisse, le coulisseau reste à peu près 
immobile ; l'oscillation très petite qu'il subit à droite et a 
gauche de sa position moyenne ne découvre pas ou découvre 
il peine les lumières d'admission, et la coulisse est à son point 
mort. La distribution est alors interrompue. Les positions 
intermédiaires entre le point mort et chaque position extrême 
4u coulisseau correspondent à divers degrés de détente, jusqu'à 
la détente normale, c'esl-à-dire jusqu'à la délente réglée par 
les dimensions r et / du tiroir. La coulisse ne change rien à 
<es dimensions r et /, mais elle permet de modifier la course 
<lu tiroir et les positions relatives du tiroir et du piston prin- 
cipal. La solution de Stephenson est purement approximative, 
•et elle présente l'inconvénient de ne pas assurer les mêmes 
longueurs d'admission à l'aller et au retour du piston. Néan- 
moins on l'a adoptée pour les locomotives, à cause de la 
l^rande simplicité du mécanisme. 
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DISnUDimOIf DE M. DEPEEZ. 

210. ÀTant d'exposer le principe du mécanisme récemment 
imaginé par M. Deprez pour la distribution de la vapeur, il 
est nécessaire de faire connaître une construction géomé- 
trique qui lui est également due, et qui a l'avantage de con- 
duire avec la plus grande facilité aux variations des diiets 
cléments de la détente. 

Nous supposerons que la distribution soit faite au mojen 
d'un tiroir à recouvrements extérieurs ; appelons / la largeur 
des lumières d'admission, r la longueur du recouvrement: 
la distribution normale s^opére en faisant mener le tiroir 
par un excentrique ayant un rayon d'excentricité égal à r +/• 
et un angle de calage égal à 90"" -h a, a étant l'angle aigu donné 
par la relation 



8inee = 



r-H/ 



Appelons p la demi-course du tiroir ; 

R la demi-course du piston ; 

X respace décrit par le piston à partir de sa position 
moyenne ; 

y Tespace décrit par le tiroir à partir de sa position 
moyenne; ces deux quantités sont affectées d'un signe sui- 
vant le sens dans lequel elles sont portées ; 

G) Tangle décrit par la manivelle principale à partir de son 
passage au point mort. 

Les espaces a; et j/ seront liés à l'angle w par les relations 

X = — Il COS ra, 

y = pcos [ISO" — (90« 4- à) — w] = ps\n (w 4- «). 

Ces deux équations ne sont pas rigoureusement exactes, 
car elles supposent le parallélisme des bielles. 
Les épures du § 205 donnent une image des mouveincnls 
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simuUanès du piston et du tiroir, ou des variations simulta- 
nées des quantités op et y^ au moyen des projections orthogo- 
nales sur un même diamètre de deux points directeurs^ dont 
Tun parcourrait un cercle de rayon R, Tautre un cercle con- 
eentrique de rayon p, Tangle compris entre les deux rayons 
menés du centre à ces deux points restant constant et égal à 
W + a. 

La construction de M. Deprez consiste à projeter oblique- 
ment le point directeur du tiroir en lui faisant décrire un 
cercle de rayon égal à p sin a. 

Soit (fig. 110) la position moyenne du tiroir; A et Â^ les 
deux positions extrêmes également distantes de la position 
moyenne. Par le point A, menons une droite AP faisant avec 
AATangle a ; puis du point 
comme centre décrivons une 
circonférence tangente à la 
droite AP. Le rayon OP di^ 
cette circonférence sera égal 
à OA X sin OAP = OA sin a. Si 
donc OA=pf demi-course du 
tiroir, on aura OP=psina. 
Cela posé, par un point quelconque M pris sur la circonférence, 
menons HR parallèle à AP,ce qui déterminera un point R sur 
la droite AA'. Ce point définira la position du tiroir correspon- 
dante à l'angle AOM = (i) décrit par la manivelle principale 
dans le sens de la flèche f à partir du rayon OA'. En eflet, 
soit OR = y. Le triangle ROM donne la proportion 

9 

OR _ sinRMO __ sin [180* — « — g] _ 8in(wHtt) 
OM ■" fiinMRO ~' sin a "" sina • 

et comme 0M= p sin a, il en résulte 

OR = 2^ = /isin(« -♦■ «). 

Les positions successives du tiroir entre les points ex- 
trêmes A et A' sont donc les pix)jections obliques du point 
mobile H, faites parallèlement à la droite AP. 





Pour trouver sur la même ûgure les positions correspon- 
dantes du piston, il suffit de prendre une échelle des loti* 
gueurs telle, que le diamètre NN' en représente ta counc 
totale, et de projeter orthogonalcment en S sur ce dlaroare 
le point M' opposé au point M. Nous prenons l'estrèmité M'.ei 
non l'extréniilé M, pour satisfaire aus conditions de signes; 
car, au passage du point morl, on a pour <^^0,x=i — Rd 
y ^psina, quantités de signes contraires. Le point directear 
du piston doit donc Cire en N' quand le point directeur da 
tiroir est en N, et par suite les points directeurs des detix sys- 
tèmes mobiles sont diamétralement opposés. 

Dans la distribution normale, on a p:=r -H f et psioa^r. 
Le rayon ON est donc égal au recouvrement. 

Suivons le point directeur du piston pendant qu'il par-' 
court le cercle à partir ilu point N dans le sens de la Béciief 
(fig. 111). Pendant le même temps. le point directeur Ai 
tiroir parcourt ce même cercle à partir du point M,. Hcnons 
par le point M, et par le point des parallèles à la droite AP; 
nous obtiendrons ainsi sur la circonférence les points M,, N,, 
M,, et en nous reportant aux explications du g 205, noiisic- 
connaJIrons que les arcs M,M,. MjM,, M,PMj, M,^l,. représen- 
tent respectivement l'admission, la détente, récliappement d 
la compression dans les espaces libres. 

Pour faire varier la détente, on peut soit faire varier U 
demi-course p du tiroir, soit l'angle d'avance n, soit enfin ces 
deux éléments â la fois. Li 
y p,xf^^^~-\ solution adoptéeparM.De- 

^ifW' jC.' piez consiste à (aire vuw 

^ et a de manière à conser- 
ver une valeur constante 
au produit p sîn :i = r. 
Soit, par exemple, OA, U 
nouvelle valeur de f. Da 
point A, menons au cercle 
une tangente A,?,, puis par les points et M, menons des 
parallèles àA^P(;nous obtiendrons les points H,, |ji„|j^,p,, qui 
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limitent les arcs correspondants aux quatre phases de la dis- 
tribution. On voit que l'admission est prolongée et la détente 
diminuée à mesure que l'angle a diminue et que la demi- 
course OA^ augmente. L'effet inverse se produit quand a aug- 
mente et que p diminue. 

211. La distribution de M. Deprez est effectuée au moyen 
d'un excentrique ayant un rayon d'excentricité égal au re- 
couvrement extérieur du tiroir, et calé sur l'arbre tournant 
i 180* en avant de la manivelle principale. Le centre de cet 
excentrique est le point directeur M du tiroir. Il ne reste plus 
qu'à établir la liaison entre ce point M et le point R, tète de 
la tige qui commande le tiroir, de telle manière que la direc- 
tion BIR reste parallèle à la tangente AP. M. Deprez y parvient 
par le dispositif suivant (fig. 112). 

Une tige RR', de longueur constante, attachée en R à la 
tige du tiroir, est assujettie à glisser entre les parallèles XX', 
TY' ; elle reste, par consé- 
quent, parallèle à elle- 
même. Une autre tige MS 
s'attache en M au point 
directeur assujetti à dé- 
crire le cercle OP. L'autre 
extrémité S glisse le long 
de la tige RR\ De plus, le 
milieu T de la tige MS est 
relié au point R par une 
troisième tige articulée 
RT, égale en longueur à la 
moitié de la longueur MS. 
n résulte de là que MS est 
l'hypoténuse d'un triangle rectangle MRS, dont le côté RS a 
une direction constante, et que la direction RM conserve aussi 
son parallélisme. Si donc on fait mouvoir le point M le long 
du cercle OP, la droite fictive MR se déplacera parallèlement à 
elle-même, et le tiroir lié au point R recevra le long de la 
droite XX' le mouvement voulu. 




Fig. 112. 
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Pour faire varier la détente, il sufiira de changer la direc- 
tion de la lige RR', ce qui revient à relever ou à abaisser la 
droite YY'. Le même artifice permet de cbanger le sens de U 
roarthe, car il sulTit pour cela de faire passer la droite YV' aa- 
dessus de la droite XX', de sorte qu'avec un seul ej:ee»tn<ju 
oa obtient la marche dans les deux setis, et dans des condi- 
tions de symétrie qui n'existent pas pour la distribution or- 
dinaire avec les deux excentriques et la coulisse. 

Au lieu d'assujettir le point R' b glisser sur une droite m»- 
tériclleYY', M. Deprez remplace cette droite par un arc de 
cercle de grand rayon, qui n'en diffère pas sensiblement dara 
les limites de la course, et rattache simplement par une bride 
le point R' à un centre pris dans une direction perpendicu- 
laire à Y"Y'. On pourrait aussi adopter la solution décrite 
l.gSSl. 

Enfin, cette distribution peut être encore améliorée beau- 
coup, au moyen de divers procédés imaginés la plupart par 
M. Deprez, et dont on trouvera la description dans les StMJa 
de Ch. Combes sur îa machine à vajKur*. 

THfonËNS PB K. OEFREI*. 

319. Langue la détrnte eit complète, et que la eompremon Ami !■ 
etpace* lîbra ramène la vapeur contenue dan* le cylindre à la jiuiiwn 4l 
la chaudière, U rendement de la machine n'eit inflaenc4 ni par let tiftaa 
libres ni par Vadmimon anticipée, quelle que toit la loi dt déUnU, fUnt 
quelle Kit identiqtu à la loi de eompreuion. 

Soit n U surface du pjsloD ; 

L sa course, 

1 ta longueur qu'il décrit pendant t'admission dans ta course direde; 

X la longueur décrite par le piston dans sa course rétrograde pcndat 
]'admiiâion anticipée; 

P la pression de la vapeur dans la cliaudière. 

p la pression dans le condenseur; 

■ Vavh. Dunod. 

• Auocialii'n françaïu: pour lavancLinent da tcieiicet. Congrit de Ullr. tRt 
— Elude lur l'influence de la diUrilialion tur U rendemtnt i^nmcMnifM éât 
machinet à tapeur, par Marcel Depru, inféaîeur (A«fiw aniemtlii de* Bas. 
1871). 
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u le Tolume de Fespace libre ; 

K lo travail moteur produit par la détente d'un mètre cube de vapeur pris à 
b pression P et détendu jusqu'à la pression p ; 

m le rapport du volume occupé par la vapeur sous la pression p au volume 
occupé par la même quantité de vapeur sous la pression P. 

Par détente complète, on entend que la vapeur au moment de réchappe- 
ment est amenée à la pression p du condenseur. 

On suppose de plus i* que Téchappement commence à la fin de la course 
éa piston ; 2* que la loi de compression soit identique à la loi de détente, 
c*est-à-dire que pendant cette période la vapeur passe de la pression 
p du condenseur à la pression P de la chaudière, en subissant un travail 
extérieur égal àK par mètre cube ; son volume varie en même temps dans le 
n^fiport de m à i. 

Faisons le calcul des quantités de travail produites ou absorbées par la 
Tapeur pendant les diverses périodes d'une course complète, en ne considé- 
rant qu^une face du piston. 

AdmUsion directe. Le travail de la vapeur est positif, et égal à + n/P. 

Délente, Par hypothèse, un mètre cube se détendant de la pression P à la 
pression p, dans les mêmes conditions que la vapeur du cylindre, pro- 
duit un travail K. 

Le volume qui se détend est ici ti + ni, en tenant compte de Tespace 
libre; le travail produit est donc+ (u +n/)K. A la fm de cette période, le 
piston a atteint l'extrémité de sa course. Donc 

(u-fû/)m = « -+-ûU 

• 

Pour évaluer les travaux correspondant à la course rétrograde, nous sup- 
poserons encore que le piston parcoure le cylindre dans le sens direct, ce 
qui revient à évaluer le travail de la vapeur comme s'il était positif; il suf- 
fira d'en changer le signe pour avoir le travail cherché. 

Admission anticipée. Le travail produit, changé de signe, sera égal à 

— nxP. 

Compression. Le volume de vapeur contenu dans le cylindre et l'espace 
libre au bout de l'admission anticipée est u+nx; à la fin de la com- 
pression ce sera (u-\-(ïk)m^ et le travail correspondant de la vapeur sera 

— (tt -h n>.]K, en tenant compte du signe ; 

Échappement. Pendant Tèchappement, la pression de la vapeur reste 
égale à p, et le travail produit s'obtiendra en multipliant cette pression par 
le volume engendré par le piston pendant la période, ce qui donne 

— p(ûL— [(u4-m)m — m]); ^ 

en effet nL est le Toluroe du cylindre quand l'échappement commence, et 
le volume occupé par la vapeur quand l'échappement finit étant (u +nx)m, 

IV. — ll£c. COLUCROIf. 23 
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il reste {u'{-(ïj,)m'^u pour le volume qu'elle occupe dans le cylindre, en 
retranchant Tespace libre u, qui reste en dehors. 
Soit T le travail total produit par Foscillation entière du piston ; on aura 

T = Q/P -f (m 4- û/) K — û;P — (m -f ûi) K — p[QL — (m 4- Ûi) m 4- «] 
= ft(/ — ;)P 4- ûl/— i)K— ;)[QL + M — (M + Qi)fM). 

Remplaçons nL 4- m par sa valeur (tf + n/) m ; il vient, en mettant ft(/— i) 
en facteur commun, 

Or je dis que n (/ — x) est le volume de vapeur fourni en réalité psr U 
chaudière a chaque coup de piston. Au premier abord il semble que ce vo- 
lume soit égal à Cïl, puisque tel est le volume décrit par le piston pendant 
Tadmission directe. Mais au commencement de Tadmission anticipée le 
cylindre possède, en vertu de la compression qui vient de finir, un vohune 
de vapeur égal à (ï>.. Ce volume est d'abord refoulé dans la chaudière pen- 
dant la marche rétrograde du piston ; puis il rentre aussitôt dans le (Ttin- 
dre pendant que le piston décrit la longueur X dans le sens direct La 
quantité de vapeur nouvelle réellement fournie par la chaudière pour un 
coup de piston est donc mesurée en volume par la différence O (/ — X). 

Donc le travail produit, rapporté au mètre cube de vapeur pris dans la 
chaudière, travail qu^on peut appeler le rendement de la machine, est ne^ 
sure par la somme P+K— pm, quantité indépendante de X et de u. Les 
conditions dans lesquelles on suppose que la machine travaille annulent 
complètement l'influence de Tespace nuisible. 

Dans la machine théorique, où l'on suppose qu'il n'y a ni espace libre, ni 
admission anlicipi'e, ni compression, mêlant toujours le coefficient qui me- 
sure le degré de détente, on a pour travail moteur correspondant à un coup 

de piston 

Q/(P4-K— /im); 

donc i** le rapport de la puissance motrice de la machine réelle à celle de la 

macliinc théorique est égal à — .— , quantité indépendante des pressions P et 

;;, et de la loi de détente; 2° le rendement P -f-K — pm est le même dans 
les deux machines. 

MACIIIKE A AIR CHAUD. 

215. Pour donner une idée des machines à air chaudjXious 
emprunterons à la Théorie mécanique de la chaleur deCh. Combes 
la description sommaire de la machine Franchot, dont le mo- 
dèle a été exposé à Paris en 1855. 
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Fig. 113. 



Cette machine se compose de deux cylindres, A et B, que 
nous supposerons égaux; ils sont placés l'un à côté de l'autre, 
et communiquent ensemble par deux tubes, C et D. L'un de 
ces cylindres, A, est le cylindre chaud; il est mainlcnu à une 
température t au moyen d'un foyer éta- 
bli en E. L'autre, B, est le cylindre froid; 
il est maintenu à la température V du 
milieu ambiant. Les tubes C et D sont 
remplis de toiles métalliques à travers 
les vides desquelles Tair contenu dans 
Pappareil peut passer d'un cylindre à 
l'autre quand les pistons P et Q sont en 
mouvement. Les tiges F et 6 des pistons 
sont articulées par l'intermédiaire de bielles aux manivelles 
rectangulaires OM, ON de l'arbre tournant (fig. 114), de telle 
sorte que la manivelle OM, mise en mouvement par la bielle F 
du piston chaudy soit en avant de la manivelle ON qui corres- 
pond au piston froid. L'air passe alter- 
nativement d'un cylindre dans l'autre 
quand on fait mouvoir les pistons; 
dans ce mouvement, l'air chaud con- 
tenu dans le cylindre A abandonne, 
en passant dans le cylindre B, l'excès 
de sa chaleur aux toiles métalliques 
des tuyaux C et D ; et l'air froid contenu dans le cylindre B^ 
quand il passe dans le cylindre A, s'échaufle en traversant les 
mêmes toiles. Les pistons Pet Q séparent d'ailleurs le volume 
intérieur des cylindres et des tuyaux en deux régions entre 
lesquelles il n'y a aucune communication. 

Proposons-nous de trouver l'expression du travail moteur 
correspondant à un tour entier de l'arbre des manivelles. Ap- 
pelons S la section commune des cylindres, L la moitié de la 
course commune des deux pistons, ou la longueur des mani- 
velles, / la longueur des conduits C et D réduite à la sec- 
lion S, de sorte que S/ en représente le volume. 

A un moment donné, soit a l'nngle décrit par la manivelle 




Fig. lli. 
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cfmttle OM à partir de son point morl II. Les moDTeineots 
des pistons.P et Q sont sensiblement identiques aux mouve- 
ments des projections m et ii des lioutonsdes manivelles sur Ir 
diamètre Hll'. Le volume d'air compris dans le cylindre Aou- 
dessus du pislon P est donc égal au produit de lu settionS 
par la dislance du piston P à la face intérieure du couterde 
du cylindre, dislance sensiblement égale à mil, ou â L( 1 — cosjI, 
ce qui donne SL (1 — cos a). Cet air est à la température '.. te 
volume d'air compris dans le cylindre froid au mi>iiie mouifiit 
est égal il SL(1 — sina), et cet air est à la lempéraluFO ■:'. 
Quant à l'air contenu dans le conduit C, il occupe un vo- 
lume &l, mais sa tt.'mpéialure varie d'un point à l'autre da 
tuyau entre lus limites Tau point a cl ■:' au point b. 

La masse d'air située au-dessus des pistons occupe donc un 
volume total 

T, = SUl - cosa) + SL(1 — sio.)+ S/ = S [ÏL + J — l(sin. + cm.'I 

Le volume V, de la masse d'air située au-dessous s'eïpri- 
meratt de même par la formule 

V, = S[2L-(-l + L(ïiti. + eos.)l, 

en sorte que le volume total V, + V, 3oit constant et égal à 
2S(2L + 0. 

Soit Po la pression naturelle, commune k toute la œas» 
d'air au-dessus et au-dessous dos pistons à l'origine do 
mouvement, quand on n'a pas encore écIiaufTé le cylindre A; 
appelons de môme p la pression commune à la masse d'air 
située au-dessus des pistons, el p' la pression commune à h 
masse d'air située au-dessous, lorsque la manivelle chaude i 
tourné de l'angle a. Pour déterminer les pressions p et p". ré- 
duisons les volumes à la pression initiale p, et k la tempéra- 
ture initiale -'. 

Le volume d'air cliaud, SL(1 — cos a), est sous la pres- 
sion p et à h température x ; ramené à la pression p, el à II 
lempëralure t, il devient 
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en appelant E le coefficient de la dilatation des gaz. 
Le volume d'air froid SL(1 — sina), qui est sous la près- 
sion p et à la température t\ ramené à la pression p^ sans 
changement de température, devient 

SI, (1— sina) ^. 

L*air contenu dans les interstices des toiles métalliques 
peut être partagé par des plans transversaux en tranches dont 
la section Q est la somme des sections libres entre les fils, et 
dont l'épaisseur dk se mesure sur la ligne d'axe du tuyau. 
Cet air est à la pression p commune à toute la masse, et à une 
température comprise entre t et t'. Ramené à la pression p^ 
et à la température t', le volume Qdk devient 

et si Ton appelle \ la longueur développée du tuyau, la 
somme des volumes de l'air contenu dans la conduite, réduits 
partout à la pression p^ et à la température t', est égale à l'in- 

t^n^ie 

P*ûrf;ixixi^' = ûx^xi + Kr'x Pt^.- 

J p» i -\-K0 Po L 1 + ^^ 

Cette intégrale ne pouvant être calculée qu'autant que est 
connu en fonction de X, on admettra que la température varie 
le long de la conduite suivant une loi linéaire entre les 
limites t et Vj ce qui permet de poser 



On trouve alors 



= r-(T-T')î-. 



^1 dX ^, , 1 + Kt 



r 



ce qu'on peut écrire approximativement 



^*^ I + Kt^ 
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en obserrant que le volume total ÛX de l'air contenu dans le 
tuyau est égal par définition à S/, et que le produit K('; — n) 
est généralement assez petit pour qu'on puisse prendre aa 
lieu du logarithme le premier terme du développement en 

série de log 1 + . ', j. 

Le volume réduit de Tair contenu dans le tuyau C est donc 
égala 

£xi-fKr'xs/x!^^^^. 

ou bien à 

S/x^XK(t-t). 

A l'origine du mouvement, l'air contenu au-dessus des pis- 
tons occupait le volume S (2L + /) sous la pression p^ et à h 
température */; on a donc l'équation suivante pour déler- 
miner p : 

^rSL(l — c<)sa)14^ + SL(l--sina)-f SlxK(T--T')l==Sl2L4-/lr 
/»• L 1 -H Kt J 

d'où Ton déduit 

_ ^ (2L 4-0(14- Kt) 

^-^•^L(l -f cosa) (1 4- M 4- L (1 — sin a) (1 4-Kt)4- /K(t — t') (! 4- M* 

On aurait de même pour délei miner la pression p' de l'air 
au-dessous des pistons 

,_ ^ (21.4-/m14 -Kt) 

p —P*Xii^^_^ ^j^g^j jl ^ Kr') 4- L (l 4- sin a) (l H- Kr) 4. /K ^r — r';: J -h Kr * 

Ces valeurs élant déterminées, il est facile d'en déduire le 
travail moteur des pressions p et ;>'. En effet, ce travail est la 

somme des deux intégrales / pd\\ 4- / p'^'V,, et comme la 

somme V^4-V, est constante, ce qui entraîne l'égalité 

dV, = — rfVp celte somme est aussi égale à / {p — p') (/V,. 

On a d'ailleurs, en différentianl la première équation po- 
sée plus haut, 

dVi = S (sin a — cos «] dct^ 
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Donc enfin le travail T, accompli par l'air pour un angle a 
décrit à partir du point mort par la manivelle chaude, est 
donné par la formule 

T= / S{p — /)')(îjina — COSa)</x. 

Pour le tour entier, on prendra la limite supérieure égale 
à 2x. 

Le produit (p — p')(sina — cosa) est nul pour quatre valeurs 
de a comprises entre et 2tc ; savoir pour sin a = cos a, ce qui 

donne a =^ ou -j; et pour p =p', ce qui a lieu aussi en deux 

points de la circonférence. On reconnaît par là que la ma- 
chine a quatre points morts dans chaque tour, et que son 
allure serait peu régulière. La machine Franchot n'a d'ail- 
leurs jamais été construite. 



UOTEUa LENOm. 

214. Le moteur Lenoir est une machine à gaz, dans laquelle 
on emploie un mélange d'air et de gaz d'éclairage; l'expansion 
se produit en mettant le feu à ce mélange au moyen d'une étin- 
celle électrique. La machine n'ayant pas de chaudière occupe 
très peu de place et convient particulièrement pour les petits 
ateliers. 

La figure 115 représente l'élévation latérale de la machine, 
la figure 116 la coupe horizontale du cylindre, et la figure 117 
la disposition du tiroir manœuvré par la tige X. 

C est le cylindre dans lequel se meut le piston P. 

Les conduites RR' amènent vis-à-vis des lumières d'admis- 
sion le gaz d'éclairage fourni par le tuyau T. Le tiroir destiné 
à régler l'alimentation du cylindre est formé de deux plaques 
entre lesquelles l'air extérieur peut librement circuler; il est 
traversé de petits conduits ff par lesquels le gaz peut passer, 
lorsque le mouvement du tiroir l'amène en regard des ouver- 
tures a. Une fente ménagée dans la plaque postérieure donne 
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en même temps passage à l'air almosphérique. Le mouvcmenl 
du tiroir est oblcnu au moyen d'un excealrique calé sur 
l'arbre de la machine. 

Il résulte de ccUe disposition que le piston P, enlraJné par 
l'inerlie du volant calé sur l'arbre lournanf , aspire l'air et le 



n 



„/Q^ 



_ri£^^ 



gai au moment où le tiroir débouche l'une des luraîciM 
d'admission. 11 resic à melire le feu au mélange. Pour 
cela, on se sert d'une pile élcclriquc et d'un appareil » 
induclion de Ruhnikorfr. Le fil élechique vient aboutir à 
l'appareil S, formé de trois borretles mélalliques «, m, «', 
isolées les uneg des aulres. De ces barrelles parlent ileai 
groupes de fils qui traversent les fonds du cylindre, d 
qui sont coupés à l'inlérieur, de manière ji laisser enire 
leurs extrémités un intervalle que le courant franchira eoos 





droite quand la commimicalion est établie entre les bar- 
retles n et m'. Pour obtenir alternalivcinenl l'élincelle dans 
les deux fonds du cjUndre, et la produciion de travail cor- 
respondante à l'expansion 
du mélange gazeux au mo- 
ment où la combinaison 
s'opère, il suffit donc d'at- 
laclier à la tige du pislon un 
curseur métallique M, qui 
glisse le long de la barre n, "'■ "" 

en passant de la barre m à la barre iit', puis, au retour, de la 
barre m' à la barre m. 

Le résultat de la combinaison de l'Iiydrogéiie et de l'oiygènc 
de l'air est de l'eau, qui s'écbappe par des conduits spéciaux, 
fermés et ouverts par un tiroir ordinaire. Un tuyau T' sert à 
entourer d'eau froîilc tout le cylindre pour raffraichir le mé- 
tal, que l'élévalion de la lumpératiire détériorerait rapide* 
ment. Cette eau s'ccliauffant regagne les couches les plus éle- 
vées du réservoir, et est remplacée par de l'eau plus froide. 
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Pour augmenter rexpimsion des goz, on ajoute an i 
un peu de vapeur d'eau, fourni par un petit réservoir d'eay 
chaude à proximilé du cylindre. 

En résumé, le moleur I,enoir est une application indiiv 
Irielle de l'appareil connu en chimie sous le nom d'eudiomè- 
ire. On emploie seulement le gaz d'éclaii-age à la place do 
l'hydrogène pur, à cause de la facilité qu'on a à se le procurer. 
Si au lieu d;' rélincelle électrique on emploie pour melire le 
feu au mélange détonant un pclil jet de gaz, allumé et 
éteint alternativement par le jeu môme de la machine, on 
obtient le moteur Uugon. 



WACniSE éi-EcrniQUE de fhomebt. 

215. L'électricité est, comme la chaleur, une source de 
travail, et rien n'empfiche de l'employer comme puissance 
motrice. Cette solution a été jus- 
qu'ici peu usitée, parce que It 
production de l'électricité était 
plus dispendieuse que la produc- 
tion du calorique ; on ne s'en 
est longtemps servi que pour 
opérer à grande dislance un 
mouvement exigeant peu de 
force. C'est le principe du télé- 
graphe électrique. On a ausai 
essayé d'employer l'électricité 
comme moleur d'une machine 
analogue à la machine à npeur. 
Nous donnerons pour eicmple 
F„. iig^ la machine de Froment. 

A et B (fig. 118) sont dciut 
électro-aimants, formés de deux bohines" recouvertes d'uD fd 
isolé ah, c.d, dans lequel passe le courant électrique, ei de 
quatre barreaux de (er doux, deux fixes p et ç, et deux ni*- 
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biles r et s, reliés deui à deux par des traverses métalliques. 
Quand le courant passe, le fer doux s'aimante, et les aimants pq^ 
r$ ont les pôles de noms contraires en regard l'un de Tautre. 
Les barreaux mobiles r et 5 sont attirés par les barreaux 
fixes. Ce mouvement est transmis par la tige t à l'exlrëmilé 
d'un balancier. Quand le courant est interrompu, cette 
attraction cesse ; à ce moment la machine est disposée de telle 
sorte que le courant passe dans un autre électro-aimant, tout 
semblable au premier, mais placé à l'autre extrémité du ba- 
lancier; d'où résulte pour cette pièce une traction en sens 
inverse. Le mouvement oscillatoire du balancier est ensuite 
transformé en mouvement circulaire continu par Tintermé- 
diaire d'une bielle et d'une manivelle. 




La figure 119 montre une des dispositions qu'on peut pren- 
dre pour que le courant fourni par la pile électrique passe 
alternativement dans un électro-aimant et dans l'autre. Soient 
A et B les bobines du premier électro-aimant, A' et B' celles du 
second; m le fil venant de la pile. Il se bifurque en n; un brin 
suit le chemin nXrsBf, et l'autre le chemin n,AV«'B'f ; le 
fil uv retourne à la pile; dans les deux chemins le courant 
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cmpruDle sur un certain parcours une glissière mobile LL', i 
laquelle la machine donne un mouvement de va-ct-\ienl. La 
glissière est en ivoire, maliûre isolante; mais die est recouverte 
sut 1.1 longueur j-a;' d'une plaque métallique qui laisse passer le 
courant. Les extrémités des fils/, /'et u glissent en la touchant 
constamment. On volt que, quand cette pièce a la position 
LL', le courant prendra le chemin nmAB/nti, tandis qu'il pren- 
dia te chemin mn.K'Wfuv lorsqu'elle aura la position L,L',. 

On peut aussi employer pour changer le courant les com- 
mutateurs circulaires, auxquels la machine donne un mou- 
vement continu autour de leurs axes. 

Ce qui distingue ces machines, c'est la grande régularité 
de leur allure; aussi les emploie-t-on pour des travaux de 
précision. 

On trouvera dans les additions au présent volume l'indica- 
tion des nouvelles applications mécaniques de l'électricilé. 
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216. La poudre à canon est un mélange intime de salpiMnj 
(azotate de potasse), de soufre et de charbon ; enflammé, ce 
mélange donne en abondance des produits gazeux, principa- 
lement de l'acide carbonique et de l'azute, et quelques pro- 
duits solides, notamment des sels de potasse (suKale, carbo- 
nate, hyposullitc), du sulfure et du sulfocyanure de potassium. 
enfin du carbonate d'ammoniaque. La Icmpérature pmdaifc 
dans ces réactions chimiques s'élève assez pour volatiliser 
tous les composés solides; la masse de gai formée, ramena 
h la pression atmosphérique, occuperait environ un espoce 
2400 fois plus grand que le volume apparent de la poudre- 
Si la déflagration s'effectue dans une chambre fermée par 
une paroi mobile, cette paroi sera chassie par l'expansion 
des gai comme le piston d'une machine à vapeur. Un utilise 
celle propriété pour lancer des projediles et pour clfettocr 
des déblais dans les terrains très résistants. 
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La poudre française est à peu près composée en poids de 
la manière suivante : 

Salpêtre 75 

Soufre 12,5 

Charbon 12.5 

100,0 

100 grammes de poudre donnent par Tinflammalion envi- 
ron 19 litres de gaz. La puissance motrice des dif rérentes 
poudres varie suivant la provenance el le mode de fabrication. 

217. Le fTohlème Aq h balistique intérieure esl encore loin 
d*être complètement résolu. Nous nous bornerons ici à donner 
un aperçu de la première solution qu*on en ait proposée ; elle 
repose sur rhypolhèse de l'uniformité à un même instant de 
la densité des gaz produits par la poudre dans toute l'étendue 
de la pièce. Cette hypothèse n'est pas entièrement exacte, 
comme nous le reconnaîtrons plus loin ; mais elle donne une 
première approximation dont on se contente généralement. 

Appliquons au système matériel formé par le projectile, le 
canon et la poudre, les théorèmes des quantités de mouvement 
et des forces vives. 

Soient m, M, (x, les masses du projectile, du canon et de la 
charge ; 

V, y, les vitesses du projectile et du canon à un instant 
quelconque. Ces vitesses étant prises positivement, nous de- 
vrons, dans la formule des quantités de mouvement, donner à 
V le signe — , pour indiquer que la pièce recule pendant que 
le boulet est chassé en avant. 

La vitesse est variable d'un point à l'autre pour les molé- 
cules gazeuses de la poudre ; les molécules voisines du boulet 
ont la vitesse v; les molécules voisines du fond de la pièce ont 
la vitesse — V. Nous admettrons que la vitesse moyenne des 
molécules gdizeuses de la charge soit la moyenne arithmétique 
entre ces deux vitesses extrêmes, ce qui revient à attribuer à 

» — V 
Tensemble de la charge une vitesse commune ^—^ — . 

Projetons les quantités de mouvement el les forces sur Taxe 
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moliilc. Ln masse lolalc ^ ilc la charge étant uniformémeol 
rùpaitie, la masse par unité de longueur est^, ella massede 



de la pièce, supposé horizontal ; la pesanteur ne donnen 
rien, el nous pourrons aussi négliger la résistance de l'air au 
mouvement du projectile et au recul du canon. Les Torwi 
extérieures seront donc ou nulles ou négligeables, et nous 
aurons l'équation approiimative : 



De celte équation on tire cette conséquence que le rapport 

=p des vitesses est coostant. 

Nous compliHerons notre première hypothèse en admellant 
une distribution particulière des tî- 
tesses.à un instant donné, entre toutes 
les Iranclies de la charge. 

Soit Afi la longueur occupée par Ii 
charge ; élevons en B une perpeuilU 
culaire Bb que nous prendrons é^e 
Fjg. ,40, à la vitesse u du point B qui accom- 

pagne le boulet; en A, élevons ensviu 
contraire une pcrpendiculaiiL^ Aa que nous prendrons ^gale â 
la vitesse de recul V, du point A qui accompagne le Tond da 
la pièce. Menons la droite ah , nous admettrons qu'en un 
point H quelconque de la cliarge la vitesse soit égale è l'or- 
donnée Mm de la droite ah. 11 résulte de là que le point C 

a une vitesse nulle, et comme le rapport ^ est constant , ce ! 

point correspond» une tranche fixe de la charge. Nous lui 
donnerons le nom de tranche immobile; c'est l'origine fii« 
k partir de laquelle il convient de compter les distances psr- 
coui'ues par la pièce dans un sens et par le projectile dans 
l'autre. Celle hypothèse nous permet d'évaluer à un instant 
donné la somme des forces vives des molécules de la poudre. 
Soit CM :=! la distiince d'une tranche M à la (rauche im- 
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la tranche comprise entre les poinls M et M' est '-— ; la force 

vive de cette tranche est, en appelant u la vitesse propor- 
lionnelle à Mm, 






udx ^ , udx /Mm \* 

ou bien 

fidx 



r /CM Y_ ijiv^x^x 

\^[cïi'J "abxcîI*' 
La somme des forces vives à l'instant considéré est donc 

JABXCB* ABxCBV 

l'intégrale étant prise entre les limites «=— CA et « = -4- CB. 
11 vient en définitive pour cette somme 

3 AB X CB* ^ CB + CA (;b« 

On peut remplacer, dans le rapport qui multiplie ^[xî;\ 

o 

CB etCÂ respectivement par v et V, qui leur sont proportion- 
nels; il vient pour ce rapport 



(i> + V)t>« 



ce qui donne, en définitive, pour la somme des forces vives de 

la poudre 

1 ^-^^^ 

La force vive du boulet, que nous supposerons simplement 
animé d'une translation suivant l'axe de la pièce, est mv' ; celle 
de la pièce est MV*. 

Appliquons ces formules entre Tépoque où le feu a été mis 
à la poudre et celle où le boulet sort du canon. La somme 
des forces vives acquises par le système sera sensiblement 
égale au double du travail produit par les gaz de la poudre ; 
or si Ton appelle p la pression des gaz à un moment donné, Q 
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la section intérieure du canon, que, pour plus de simplidlè, 
nous regarderons comme uniforme, et % la longueur occupée 
dans la pièce par la charge à ce même instant, le travail de la 
poudre jusqu'à cet instant sera égal à l'intégrale 

prise entre les limites 2 == /, longueur initiale delà cbargeet 
2 = L, longueur du canon. 

La densité initiale de la charge est égale à son poids, j{&,di* 
visé par le volume Û/ occupé par la poudre. 

Lorsque la charge occupe la longueur 2, sa densité suppo- 
sée uniforme est égale à la densité initiale multipliée par le 

rapport inverse des longueurs, ou à^^x-, ou enfin à^. 

On admet que la pression des gaz de la poudre varie propor 
tionnellement à une certaine puissance de la densité : nous 
poserons donc 

en désignant par K et par n des nombres constants qu'oo 
devra déterminer par expérience. Substituant dans l'intégrale 
du travail, il vient 

et égalant ce travail à la demi-somme des forces vives, on 
obtient réquation 

qui, jointe à Téquation des quantités de mouvement 

CT»_MV + ^/*(» — V) = 0, 

achève de déterminer v et V. 

218. Les calculs précédents sont fondés sur Thypothèse 
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que la densité des gaz est uniforme à chaque instant dans 
toute rétendue occupée par la charge. Cette supposition est 
nécessairement inexacte ; car les tranches successives que 
Ton rencontre en rétrogradant à partir du boulet jusqu'à la 
tranche immobile, ont des pressions croissantes, puisque 
chacune pousse le boulet et les tranches qui la précédent, et 
la densité doit varier en même temps que la pression. Le 
problème acquiert ainsi un plus grand degi-ë de complication, 
et n'a pu être résolu jusqu'ici qu'au moyen d'une nouvelle 
hypothèse sur la répartition des densités. 

219. Lorsqu'on connaît expérimentalement la vitesse v de 
sortie du boulet, on peut en déduire par approximation la vi- 
tesse y du recul, et la pression moyenne des gaz de la poudre 
L*équalion des quantités de mouvement donne d'abord V 
en fonction de v et des poids du boulet, de la pièce et de la 

charge. Ensuite la demi-force , vive du boulet, ^mv*^ divisée 

par la longueur L du canon donne l'effort moyen de la 
poudre; divisant enfin par la section droite du projectile, 
on en déduit la pression moyenne des gaz par unité de sur- 
face. 

Soit, par exemple, un projectile pesant 12 kilogrammes; la 
charge est le tiers du poids du projectile, et le poids de la 
pièce est égal à 320 fois le môme poids. Si la vitesse à la sor- 
tie est de 400 mètres, la vitesse du recul sera de 1",45 au mo- 
ment où le boulet sortira de la bouche à feu. La longueur in- 
térieure du canon étant d'environ 2", 75, l'effort moyen est 

12 X 400* 
égal à ^r-?rr ^ = environ 36,000 kilogrammes ; ce qui, di- 

visé par Taire transversale du boulet, donnera la pression 
moyenne des gaz. La pression maximum monte nécessaire- 
ment beaucoup au-dessus de cette moyenne. 

Le métal d*un canon doit être en élat de résister aux énormes 
pressions qui se développent à l'intérieur des pièces d'artille- 
rie. 11 y résiste en réalité, non seulement par son élasticité, 
mais encore par son inertie. Les fuites de gaz doivent être 

IV. — MÊC. C0LUGS09 2i 
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évitées; outre qu'elles sont dangereuses pour les servants* 
elles détériorent très promplementrarme^en agrandissant les 
ouvertures pur lesquelles elles eommeoGent à se produire. 

CAKON SANS RECUL DE G. P. HÂRDl^G^. 

220. La figure 121 représente la coupe longitudinale d'un 
canon ouvert aux deux bouts. Le côté X représente la culasse, 
et le côté Y la bouche par laquelle le projectile doit sortir. 



X 
C c 



© 



a A 6 






Fig. i2l. 



L'espace A, compris entre deux bourres légères a et 6, est 
plein d'air. La bourre a est maintenue latéralement par un 
diaphragme c, que la figure c' montre de face. Un trou, pro- 
jeté en D et I)', est réservé à travers ce diaphragme. 

La charge occupe l'espace BC ; en ]\ est une charge <!•• 
pouch^e-coton, en C le boulet. 

La lumière par laquelle on met le feu à la poudre e^t ou- 
verte à l'arrière de l'espace B. 

Quand on enllamme la poudre, les gaz produits instantané- 
ment agissent d'une part sur le boulet, de Taulre, sur la 
cloison by à laquelle le choc des gaz imprime dans le premier 
instant une vitesse rétrograde exlrémement grande, sans qu'il 
y ait pour elle pendant cet instant aucun déplacement ptT- 
ceplible (III, g 5i7). Mais la cloison est en contact avec un 
matehis éhisliquc d'air compris enire les cloisons a et h: lo 
choc subi par le corps b se transmet à la tranche élastique 
infiniment voisine; celle-ci le transmet, sans déplacement a|>- 
préciable, à la Iranche précédente, et ainsi de suite, jusqu'à 

* Voir le journal ani:lîii< Engineering, mardi 50, <80C. 
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la cloison a; mais avant que Tonde excitée dans l'air ait par- 
couru la distance ba^ le boulet s*est déjà déplacé, et la pres- 
sion des gaz de la poudre est beaucoup réduite sur la face 
antérieure de la paroi b. La transmission du choc à la colonne 
d*air atmosphérique qui presse sur Touverlure D sufGt en 
définitive pour empêcher la projection de la bourre au de- 
hors*. 

Il semble paradoxal d'admettre que la pression des gaz pro- 
duise l'expulsion du boulet, quand elle est impuissante à pro- 
duire celle des bourres très-légères qui tiennent lieu de cu- 
lasse. Cela résulle précisément de la différence des densités. 
Le boulet, ayant un poids considérable, part avec une vitesse 
relativement modérée, en refoulant Tair dont la résistance 
n'absorbe qu'une faible fraction de sa force vive initiale. La 
cloison b ayant, au contraire, une très-pelite densité, la résis- 
tance de l'air emprisonné en A suffit pour diminuer la vitesse 
qu'elle reçoit du choc jusqu'à rendre cette vitesse insensible. 

On s'explique de même les faits suivants, qui sont bien 
connus : 

1° Quand dans un canon de fusil on a laissé de Tair entre 
la poudre et la bourre, le fusil est en danger d'éclater dans 
la région occupée par l'air, sans qu'il y ait projeclion de la 
bourre. 

2^ Si l'on remplace la culasse d'un canon par une bourre 
légère, et qu'on fasse partir le coup, la bourre est projclée 
vers l'arriùre à une petite distance, et le boulet est projelé 
vers l'avant à une distance beaucoup plus grande. L'influence 
des milieux est manifeste dans cette expérience; car, dans le 
vide, les déplacements simultanés imprimés en sens contraires 
à la bourre et au boulet seraient en raison inverse de leurs 
'masses respeclives. 

5** Sur une table horizontale on place une charge do 
poudre ordinaire, à laquelle on met le feu. Les gaz produits 
s'échappent à l'air libre sans exercer sur la table de pression 

* On peut comparer celte transmission du choc aux tranches successives de l'air 
à celle qu'on observe dans une série de boules d'ivoire jointives (III, g 531., !•) 
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bleu énergique. Si, au contraire, on recouvre la charge i 

feuille de papier, la résistance esercùe par l'air sur celte 

fcuiltc au moment où l'explosion tend à la soulever pourn 

ôlrc assez considérable pour que la table soit écrasée par le 

coup. 

Les résultais dépendent d'ailleurs des propriétés particu- 
lîêres de la malicre explosible employée; ainsi leserfetsdeb 
nilro^lycéi'ine et reux de la dynamrle sont beaucoup plus 
destructeurs que ceux de la poudre de mine ordinaire. 

Dans l'cxpéj ience de Harding, l'emploi de la poudre-colon 
est commandé de préférence à la poudre de guerre, parce 
que la rapidité de la combustion est une des conditions du 
succès. Ce canon n'a pas de recul; car les bourres subissent 
seules des pressions rétrogrades, qui sont transmises à l'air, 
et non aux parties solides du canon. 
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221. L'explosion d'une mine, d'une torpille, la décharge 
d'une arme à feu, sont autant d'exemples d'un travail méca- 
nique considérable produit à un instant donné par une force 
Li peu près insignifiunte : la pression du doigt sur ta détcnic 
de l'arme à feu ou sur la louche de l'cxploseur électrique. 11 
n'y 3 aucun rapport nécessaire entre le travail produit par 
l'explosion et le travail dépensé par l'homme qui met le fi*u 
aux poudres. 

La charge d'une arme à feu représente une somme d'^n^r- 
ijks polentielles qui attendent une occasion pour passer à 
l'état de forces effectives et développer un travail moteur 
ig 175). Cette occasion, c'est, dans l'csemple de l'arme à feu, 
la chaleur développée par l'inflammation de la poudre fulmi- 
nante, chaleur due à un choc, qui lui-ménie est la consé- 
quence du jeu d'un ressort élastique, auquel la pression do 
doigt sur lu détente laisse la liberté d'agir, mais qui a dd 
être primilivcuient tendu par un travail particulier. 
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L'événement qui détermine Texplosion, à savoir la pres- 
sion sur la détente, est, en déRnitive, l'occasion, et non la 
cause unique de Teffet produit. 

Il est probable que, dans la plupart des phénomènes natu- 
rels, notamment dans les phénomènes physiologiques, ce 
qu*on regarde comme la cause d'un effet sensible est seule- 
ment l'occasion qui permet à la véritable cause d'agir. Lo 
monde moral fournirait aussi une foule d'exemples ana- 
logues. 
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EFFET DU DÉSEMBRATAGE PARTIEL d'uN GROUPE DE CORPS 

TOURNA^TS (g 20). 

222. Un corps tournant, qu'on appellera le corps prin- 
cipaU soumis à une force mouvante, communique le mou- 
vement, au moyen d*engrenages ou de courroies, à deux 
groupes de corps tournants soumis à des résistances données. 
On supprime à un instant déterminé la liaison entre le corps 
principal et l'un des deux groupes : on demande comment ce 
désembrayage modifiera le mouvement du reste du système. 

Soient I le moment d'inertie du corps principal par rapport 
à l'axe de rotation ; 

(1) sa vitesse angulaire à un instant donné ; 

FR le moment par rapport à l'axe de la force mouvante qui 
agit sur ce corps tournant ; 

Désignons de même par 

^1* 'S* • • • • Jlj^ 

les raisons des divers corps tournants du premier groupe, 
par rapport au groupe principal ; par 

F,R,. F,R, FtR» 



576 EFFBT DD DÉSBIBRATA6B PAETUEL * 

les momenU des forces qui agissent sur chacun d'eux, par 
rapport à leurs axes respectifs ; par 

les moments d'inertie de ces corps par rapport aux 
axes. Soient 



i'i. 
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l'i. 


l'g, .... 1*1 



les données analogues pour les t corps tournants qui compo- 
sent le second groupe. 

Le mouvement de rcnsemblc de tous ces corps sera déier» 
miné par Téquation différentielle 



y, rf« FR+2;F.«.>.+2;;F'.ir^'. 



équation dons laquelle les produits FRX sont censés porter 
leurs signes avec eux. Si l'on désembraye le second groupe» 
réqualion se réduit à 

Or, supposons que le premier mouvement soit uniforme 
Cela aura lieu si Ton a Téquation 

(S) FR + 2* r^KK -f y]| F'»H V'« = 0. 

Par hypothèse, les produits F^R,>^, F',R',X'. sont tous 
négatifs, puisque les forces appliquées aux deux gi'oupcs sont 
résistantes. L'équation (5) donne donc pour FR -+- 2/F.R,X, 
une valeur positive, égale à — 2\F',R',X'., et, par suite, 

^, qui était nul quand tout le système était en mouvement. 
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devient positif après le désembrayage du second groupe; en 
d^autres termes, le mouvement s'accélère. 

Quant au second groupe, son mouvement se prolonge en 
vertu de Finertie, sous Taction des résistances F' qui tendent 
à réduire graduellement sa vitesse. Si l'on appelle u>/ la 
vitesse angulaire du premier corps tournant de ce second 
groupe, les vitesses angulaires des autres corps seront 

I .J ' * * / * s 

et les produits F'^R'^V^, l'ui^"»» de Téqualion (1), se change- 
ront respectivement en 



F' R' U 






1' *" . 



quand on rapportera le mouvement au corps dont la vitesse 
angulaire est iù\y au lieu de le rapporter au corps dont la 
vitesse angulaire est o). 
L'équation du mouvement sera par conséquent 



ou bien 



Y P R' tJS. 



.// =' 



On voit que -rj^ est négatif, et que le système désembrayé 

perd graduellement sa vitesse sous Taction des résistances 
auxquelles il reste soumis. 

On reconnaît par là Tinfluence du désembrayage d'une 
partie des outils menés par un même moteur ; les outils dé- 
sembrayés se ralentissent et ne tardent pas à s'arrêter, pen- 
dant que le système non désembrayé continue son mouvement 
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avec une accélération qui peut être très sensible, et qui peut 
nuire au travail des outils et à la résistance des pièces. Pour 
remédier à cette variation subite des vitesses, on a recours i 
divers moyens, principalement aux régulateurs, qui intro- 
duisent une résistance accessoire au moment où certaines 
résistances cessent, et tendent à ramener la vitesse de la ma- 
chine à une limite déterminée. 

On peut remarquer aussi que -r- est d'autant plus petit, 

après le désembrayage du second groupe, que le moment 
d'inertie I du corps principal est plus considérable, de sorte 
que les variations de la vitesse sont ralenties, sinon empochées, 
par la présence d'un volant calé sur Tarbre tournant qui 
reçoit directement le mouvement de la machine motrice. 



CALCUL DE L'ÉTABLISSEMEMt d'uN YOLAIfr DAKS LE CAS 6Ê>*ÉR1L 

(§ 32). 

223. Le problème du § 32, qui a pour objet rétablissement 
d'un volant pour une machine à balancier, est un exemple 
de la mélhode à suivre pour le calcul du volant, lorsqu'il y a 
dans la machine des pièces excentriques^ animées d'un mou- 
vement autre qu'un njouvement de rotation continu. Nous 
généraliserons ici cette méthode. 

La machine dont il s'agit comprend deux séries de pièces, 
les unes animées d'une rotation continue, les autres douôes 
de mouvements quelconques. On pourra représenter la demi- 
force vive de rensemblc des pièces de la première série par 
l'expression 



ï"i 



' >» 



dans laquelle to est la vitesse angulaire d'un corps tournant 
qu'on regarde commcle coj'ps principal, I le moment d'inertie 
d'un corps tournant quelconque par rapport à son axe, et X le 
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rapport des vitesses angulaires de ce corps et du corps prin- 
cipal. La demi-force vive des pièces de la seconde série 
pourra se représenter de même par Texpression 

en désignant par m la masse et v la vitesse d'un point maté- 
riel quelconque appartenant aux pièces excentriques. 

Si T est le travail total des forces mouvantes et résistantes, 
depuis un certain instant pris pour origine jusqu'à l'instant 
où les vitesses sont o) et v^ et C une constante qui représente 
la demi-force vive à cet instant initial, on aura l'équation 

La fonction T oscille entre deux limites fixes, Tune positive, 
Tautre négative, et se réduit périodiquement à zéro : cette 
condition est nécessaire pour que le mouvement soit période 
quement uniforme. 

La machine est à liaisons complètes, et si l'on appelle a 
Tangle décrit par Tarbre principal depuis la position arbi- 
traire qu'il occupait à l'instant initial, on aura entre la vitesse 
V de chaque point m et la vitesse angulaire co de l'arbre prin- 
cipal, un rapport qui dépendra de la position de la machine, 
c'est-à-dire de l'angle a. Posons donc 

(2) t;=«/^{a); 

nous aurons autant d'équations (2) qu'il y a de points m dans 
la machine. Substituant dans l'équation (1), il vient 



(3) 5 «• [Z '^* + 2 '"^^«>*] = T + c. 



Cherchons au moyen de cette équation le maximum et le 
minimum de «>. II vient, en différentiant et en divisant par dt^ 



-è[i:'^'+i:»'^']+l''-2:^'"^w^'w'^=ss 
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da, 

Uais-r ==ta, et Tèquation précédente devient, en di? isaol 
par (1), 

Le maximum et le minimum de co correspondent à ^ =0« 
ou à l'équation 

(5) g-a,*2»i.AW/'(«)=0. 

qu'on devra résoudre. 

La solution rigoureuse consisterait à éliminer u»* entre les 
équations (5) et (3), et à chercher les racines de Féquation 
finale en a. Mais il est plus simple de recourir à une méthode 
approximative, bien suffisante pour les besoins de la pra- 
tique. On substituera à o) dans l'équation (5) une valeur 
moyenne Û, qu'on déduira du nombre de tours que fait l'arbre 
principal pendant l'unité de temps; on remplacera cette 
équation (5) par l'équation suivante : 

(5 bis) g _û«y^ „,/(«)/•/(«) =0, 

OÙ û* est un facteur constant. On pourra alors procéder par 
approximations successives. L'ensemble des pièces excen- 
triques ayant généralement peu d'importance par rapport à 
Tensemblc des arbres tournants, on cherchera d'abord les 
racines de l'équation 

chacune de ces racines sera substituée dans la somme 
2m /"(a) /"'(a), et il en résultera une nouvelle équation 

qui fera connaître les corrections qu'on doit leur faire 
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subir. Ce procédé peut être répété plusieurs fois, jusqu'à ce 
qu'on ait obtenu une vérification satisfaisante de Féquation 
proposée. 

On obtiendra ainsi pour a au moins deux valeurs a,, a,, qui 
correspondent la première au minimum, la seconde au maxi • 
mum de la vitesse angulaire o). L'équation (3) fera connaître 
CCS valeurs limites, co' et {ù\ qui correspondent aux angles a^ 
et a,. Si Ton trouvait plus de deux valeurs de a, on aurait h 
associer le plus grand des maxima au plus petit des minima, 
de manière à réaliser le plus grand écart possible entre les 
vitesses angulaires. 

Supposons qu'on ait trouvé les deux angles a^ et a,, aux- 
quels correspondent les valeurs extrêmes o)' et a>" de la vitesse 
angulaire. On appliquera le théorème des forces vives, c'est- 
à-dire l'équation (5), entre les deux positions correspondantes, 
et retranchant, il viendra 

/- 
T, et Tj étant les valeurs de T correspondantes aux deux 

angles a, et a,. On fera ensuite, comme on l'a vu déjà, 

6»" -f to' = 2n , 

ta — &) == — • 

On en déduit successivement, en multipliant, ajoutant et 
retranchant, 

2Q* 



w"* — w'* = 
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'•' = "('+4)' 

et il vient, en substituant dans l'équation (6) l'équation dé- 
finitive : 

n)?2:i^^ + in^(i+i)'S.«Âi^'-|a«(l-l)'2:'»Â^)' 



22 f. Imaginons un njstème matériel contenu dam ua 
I>lan verlîcal ussnjeltl ù (otirncr iinironitt^ment .iiilour d'w 




verticale fixe: nous supiiustirons en outre que Ir sysli^nKsàt 
muVilc dnn» son plan autour d'un point donné. Cherchons 
position d'équilibre relatif d'un tel système, sous raclioni 
la pesanlenr et des forces «întrifuges. 

Soient ZZ' la vcrtioalcanlour de iBrjuelIe s'effectue le iii"iii*- 
ment, avec une vitesse angulaire hl 

O le jKiint autour duquel le sj^tte 

esl asHUjetli à tnurner ilaus son plan; 

A un puint du système; on rûmuim 

massR m, et sa posiliou par rapporlni 

autres points. 

Nous i-apiwrterons les poinb i l 
deux axes rectangulaires menés par V 
point 0, savoir OX et 0¥; tes aicsfonl 
corps avec le système malériel. Chirt* 
nait les coordonnées a; = OB, i/ = BA. du point A de niis^» 
par rapport à ces axes. La distance AC du môme poinl i)l' 
de rolatii>n s'exprimera par la fonction 



en appelant a la distance 00' du point à l'axe ZZ'. et i\'i^P 
XllZi de l'axe OX avec la verticale. 

Le jioint A est sollicité par deux forces, savoir : la pfâ» 
teiir my, qui agit parallèlement à la verticale, et la forcée* 
Irifuge mid'j-, suivant le prolongement de C\, Le svsième, w 
pouvant que se déplacer dans son plan autour du poinl", 
scia en équilibre si la somme des moments de ces forresfir 
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rapport au point est nulle. La force mg a pour moment par 
rapport à ce point 

wg X (x sin « -f- y cos «) 

et la force mcoV, 

— moi*r [X cos a — y sin a), 

expression où il faut remplacer r par a + a:sin a + ycos a. 
La somme de ces deux moments est donc 

m^[x»ina + ycosa) — m«*(a-|-a:sina4-ycosa)(xcosa — j^sina), 

et cette somme, étendue à tous les points qui composent le 
système, donne pour le moment total 

gs\na2]iiix-\-gcos«2^my — oi'sinaCOSa ( Viiijr* — 7 my*) 
— M^cosa 7 mr-\- fti*a sin a V my — w*(cos'a — sin* a) 7] ntxy 
= (^sina — *»*«COSa) 7^ nue -f [^cosa + u^asina) 7 my 
'■r- 5 w' sin 2a [ V wx* — V nu/\ — «*cos2a V mxy. 

L'équilibre du système a lieu lorsque cette somme est 
nulle. 

Les axes OX, OY ont jusqu'ici été pris arbitrairement. Nous 
pouvons les choisir de manière à annuler la somme Imxy. Il 
sufflt pour cela de les diriger suivant les axes principaux de 
Y ellipse tr inertie à\\ système plan qui a son centre au point 0. 
On peut donc supposer 2C mj:y = 0. Les sommes 2mx*, Smy* 
sont les moments d'inertie du système matériel par rapport 
aux axes OY,OX; nous les représenterons par M/?*, Mg*, en 
appelant p et 9 les rayons de giration du système |)ar rap- 
port aux axes, c'est-à-dire les quantités fournies par les équa- 
tions 

avec la relation M = Z?h. 
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On aura aussi 

x^ et y^ étant les coordonnées du centre de gi*avité du sys- 
tème. Substituant dans l'équation d'équilibre, il vient, en 
supprimant le facteur commun M» 

{gsina — w^acosa) jTj + (^cosa -f- Ai*a sina)yi — 5 «i*sin2a(/>' — ç*) = 0. 

qui lie ensemble Tangle a et la vitesse angulaire «a. 

225. Le régulateur de Watt, tel qu'on le considère dans 

la théorie sommaire qui en a été don- 
née g 59, rentre dans le cas général en 
réduisant le système à un point unique, 
cl en plaçant le point sur Taxe ZZ'. 
, On a alors a=0, î/, = 0, a=0 et 

*^ " p =: x^, cl ion retrouve Toquation 



\* 



a 






i.r 



w 



r/silla = &i*siii aCoSaJ*! 



Fi-. MTy. 



identique à Téquation obtenue J; M). 
Si Ton voulait que le système fût en équilibre indiffémil 
à toutes les vitesses, il suHirait de faire 



JTi = 0. 



!/. = 0, 



/' = 7' 



ce qui satisfait à réquation quels que soient Tanglc a et la 
vitesse w. 11 suffit donc pour cela que le système soit mobile 
dans son i)lau autour de son centre de gravité, et que son 
ellipse centrale d'inertie se réduise à un cercle. 11 en est ainn. 
par oxcm|)lc, do tous lessyslèmcs matériels formés de poid< 
é<iaux placôs aux sommets d'un polygone régulier. 

Si le point est le centre de gravité, on a .r, = 0, y, =<*, 
et Téquilibre est défini par Téquation sin 2x = (), 11 faut alors 

que Ton ail soit a = 0, soit a = ^, c'est-à-dire que les axes 
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principaux de l'ellipse centrale d'inertie soient l'un vertical, 
l'autre horizonlal. 

Proposons-nous de faire en sorte que le régulateur, sous une 
vitesse angulaire donnée co, soit sensiblement en équilibre 
indifférent pour un léger déplacement angulaire du système 
autour de sa position moyenne. Pour y parvenir, résolvons 
l'équation d'équilibre par rapport à la quantité a, qui est une 
constante. 11 vient 

g(x^sina +y,cos «)— = w'sinSat/?* — q*) 

Le premier membre est constant^ le second est variable en 
fonction de a; mais l'équation sera sensiblement vérifiée avec 
des valeurs légèrement variables de a, si l'on prend pour va- 
leur moyenne de cet angle celle qui rend le second membre 
maximum ou minimum, c'est-à-dire celle qui annule sa 
dérivée par rapport à a. 

On obtient ainsi pour la meilleure détermination de l'angle a 
l'équation 

(xjC08« — yiSin«)[^(xiCos« — ViSina) — o»*cos2a(p* — y*)J 
— I ^(X| sina H- ViCOSa) — 5 w'8in2a(p*— y«) (— r^ sin « — yi co8«) = 

Elle se réduit à 

(2) 9(x\ + y\) = •»•(?• — f) (ri cos'a + Vi sin' a). 

Cette équation fera connaître l'angle moyen a, de part et 
d'autre duquel les petites variations d'inclinaison du système 
plan n'altéreront pas sensiblement la condition d'équilibre, 
pour une vitesse angulaire co donnée. Dans ces positions le 
régulateur fonctionnera comme s'il était tautochrone. 

Si l'on fait y, = 0, ç = 0, x, = p, on trouve l'équation 

(3) cos^« = -^=4-* 

IT. — nie. OOUIGNO.%. 20 
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qui revient à celle du g 65, relative au régulateur à bra$ 
croisés de M. Farcot. 

En effet Téquation d'équilibre (1) .se réduit alors, en y 
faisant les mêmes simplifications, à 

asina — «•cosasiiiap /g — p«'cosa\ 

^ ' ros« \ cosflt / 

= siii a l — ^ Pw* I • 

\cosa "^ J 

Mais -2— =p(o* CCS* a en vertu de l'équation (3),'ct par suite 

cos a' \ /T. r 

l'équation (4) devient 

(5) M* a = sin a X po»* (cos* a — 1) = — tin» a Xp^*, 

d'où l'on déduit 

P 

résultat identique à celui du § 65, en observant que ce qu'on 
appelle a dans ce paragi*aphe est la valeur absolue de la 
distance 00', laquelle doit être comptée ici négativement pour 
le régulaleur à bras croisés, et que la quantité p n'est autre 
chose que la longueur L. 

220. On peut imaginer une foule de régulateurs dans les- 
quels la force centrifuge soit équilibrée par une autre force. 

Voici un exemple de régulateur où 
celle force est fournie par un res- 
sort, comme dans le régulateur de 
^^. B Foucault. Une boule B est assujettie 

~«t ^ ^ à parcourir Thorizonlale OX, mobile 

I autour de Taxe OA. Elle est attachée 

A p. j^^ par un fil élastique AB à un point 

fixe A de l'axe. La tension AB du fil 
est supposée proportionnelle à sa longueur. La force F exer- 
cée par le fil peut être décomposée en deux forces, Tune 
dans le sens BO, l'autre parallèle à OA ; ces deux compo- 



4>k 
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santés sont respectivement proportionnelles à BO, OÂ; la 
force normale à OB n*a pas de travail. L*équilibre aura donc 
lieu entre la force BO et la force centrifuge mo)' r, laquelle 
est aussi proportionnelle à OB pour une valeur donnée de la 
vitesse o). L'équilibre établi pour une distance OB le sera 
donc aussi pour toute autre distance; en d'autres termes, 
Téquilibre sera indifférent pour une même valeur de o>, 
quelle que soit la position de B sur sa trajectoire OX. 

2'27. D'autres régulateurs sont de simples régulateurs à 
boules, qui soulèvent un poids plus ou moins considérable 
par le fait de l'écartement des bras. Imaginons qu'un poids 
Q soit lié aux bras AB, AB' (fig. 123), de telle sorte qu'il 
parcoure le long de l'axe vertical AZ des espaces proportion- 
nels au cosinus de l'angle d'écart ZAB = a. Pour un accrois- 
sement dd de cet angle, le travail de la pesanteur sera 

QXd[hcosa) =— Qhsinadx 

pour le poids Q, en appelant h une longueur constante, et 

— SPLsinarfst 

pour les deux poids P ; L désigne la longueur AB des tiges. 
Le travail de la force centrifuge sur les deux boules est 

p 2P 

2— M* Lsinou/fLsina) = — ta'L'cosflcshiac/x. 

9 9 

L'équation d'équilibre est donc 

Qp 

— o#* L'coscciina = (QA + 2PA)sina/ 
9 

OU bien 

QA -f 2PL ^ 2PL 

9 

L'addition du poids Q modifie donc l'angle d'équilibre. 
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mais ne change pas la forme de Téquation qui détermine cet 
angle. L'augmentation du poids Q, toutes choses égales d*ail- 
leurs, entraîne l'augmentation du cosinus de Tangle a, et la 
diminution de cet angle. 

Examinons encore le régulateur qui serait formé de deui 
boules égales B, B^ mobiles le long d'une horizontale BB', et 
liées par deux tiges articulées à une troisième boule C, mobile 

le long de Taxe de rotation. 
Le poids des boules B, B' ne 
figurera pas dans l'équation 
d'équilibre, puisque le travail 
(!e la pesanteur est nul. Si 
Ton appelle P les poids des 
boules B, B', et Q le poids de 
la boule C, la force Q, dirigée 

verticalement suivant AC, doit faire équilibre aux deux 

p 
forces - (I)* X AB, appliquées en B et B' dans le sens centri- 

fuge. Si l'on appelle x ely les deux longueurs AB, AC, etL 
la longueur CB, on aura donc pour l'équilibre 

Qdy 4- 2 - «- xdx = 0, 
9 

avec la relation 

y* + a:* = l^' 

On en déduit ydy -h xdx=^0, et par suite la condition 
d'équilibre est simplement 

9 

OU j/z= — -4-, équation qui définit la position d'équilibre; 

on peut remarquer que la valeur de y est indépendante de la 
longueur L. 

Si, au lieu de rattacher les poids B, C, B' par des tiges 
rigides BC, B'C, on les rattachait par des fils inexten- 
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sibles BAC, B'AC, passant en A sur des poulies infiniment 
petites, de manière à conserver constantes les longueurs 
BA H- AC, B'A H- AC des fils , la liaison s'exprimerait par 
réquation 

X -\- y = constante, 

qui donne dx -h dy = 0, et l'équilibre serait défini par 
l'équation 

c'est-à-dire qu'il faudrait attribuer à a: la valeur trouvée 
pour y dans le cas précédent. 

228. La théorie des régulateurs a donné lieu à un grand 
nombre de travaux, parmi lesquels nous citerons seule- 
ment: 

Rolland, Journal de V École polytechnique y 1870; 

Léauté, sur un procédé permettant d'obtenir d'un régu- 
lateur à boules quelconque le degré d'isochronisme qu'on 
veut, et de maintenir ce degré d'isochronisme pour toutes 
les vitesses de régime [Comptes rendus de V Académie des 
Sciences j 25 août et 1" septembre 1879). — Sur un perfec- 
tionnement applicable à tous les régulateurs à boules (Jour- 
nal de V École polytechnique y XL VIP cahier, 1880). 

On peut trouver un résumé des divers travaux sur les 
régulateurs dans V Appendice ajouté par M. Léauté à l'ouvrage 
de W. Cauthorne Unwin, intitulé : Éléments de construction 
des machines (traduit de l'anglais par G. A. Bocquet ; Paris, 
1882, Gauthier-Villars, Appendice, g IH, p. 424). 
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229. Le régulateur à ailettes est un appareil au moyen 
duquel la résistance de l'air est utilisée pour produire un 
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travail nôgalif qui cmpèclio la vilease d'une machine de 
croître au delà de toute limite. 

Les ailettes sont des portions de plan montées au bout de^ 
bras d'un croisillon, mobile autour d'un axe Jîxe. Dans cer- 
tains appareils, les plans des ailes sont mobiles autour des 
bras qui les supportent, et peuvent prendre successivement 
toutes les positions entre le plan normal au plan du croi- 
sillon, et le plan du croisillon lui-mi^me; dans le premier 
cas. l'ailetle est choquée normalement par les filets fluides 
qu'elle rencontre : la résistance est maximum ; dans le second 
elle se présente par la tranclie, et passe dans l'air sans subir 
de résistance appréciable. Les positions intermédiaires cor- 
respondent à une réduction de la surface qui subit l'efTorl 
normal de l'air. Un pelJt régulateur à boules, monté sur l'aie 
du régulateur à ailettes, commande à la fois les plans des 
ailes, et les oiienlo par rapport au plan du croisillon d'aprùs 
l'écartement des boules, c'est-à-dire d'après la vitesse angu- 
laire de l'appareil. On voit que ce perfectionnement a poiii' 
effet do faire croître la surface choquée en même temps que 
la vitesse angulaire, ce qui contribue à augmenter plus rapi- 
dement la résistance, cl à restreindre les variations de la 
vitesse entre des limites plus élroiles. 

Occupons-nous seulement du l'égulateur à ailettes ordi- 
naires, où le croisillon porte 4 ailelles égales montées «uboul 
de 4 bras égaux, normalement à son plan moyen. 
Soient A la surface d'une aileUe; 

a la distance de son ceniro à l'axe du croisillon, ou plulùt 
la distance an mi>me axe du point de passage de la résullanic 
des actions du Huide; ce point est voisin du centre de gravilf 
de l'ailette, si le bras est suflisammcnt long. 

Nous supposerons, pour fixer les idées, que le croiùllMi 
soit soumis k l'action de forces extérieures constantes, et nous 
représenterons par M le moment do ces forces par rapport i 
l'axe; nous supposerons M constant et positif, et nous nlluns 
montrer que l'emploi du régulateur conduit à une viles» 
angulaire constante, quelque grand que soit le moincol M. 
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La résistance de Pair sur une ailette, lorsque la vitesse 

angulaire est co» s'exprime par le produit K — Aa*ci>% en ap- 

pelant n le poids du mètre cube d*air et K un coefficient con- 
stant. Le moment de cette résistance par rapport à l'axe est 

K - Aa'ci)'; et si on appelle I le moment d'inertie du croisillon 

par rapport à Taxe, on aura pour équation du mouvement, 
en tenant compte du nombre des ai les , 



, f/fli» -, 4Kn . - - 

dt g 



On en déduit 



dl = tttI ^»=-^ 



(#=)" 






Le coeilicient . „„ représente un nombre. En effet , 

P P 

I est le produit - x p* de la masse totale " du croisillon par 

le carré du rayon de giration p; 4K n Aa représente un cer- 
tain poids Q; de sorte qu'on a 






4Kn , , «• ^ 

9 9 



et l'on obtient un nombre, rapport de deux quantités de 

M 
même nature. Soit b ce rapport. » — est le carré d'une 

4 K n . - 

Aa' 

9 
vitesse angulaire w\. En effet, M est le produit d'une force 

homogène à 4 KllAa, et d'une longueur /. La fraction repré- 
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sente donc une quantité homogène à — 5^ ou à - . Or l'accélé- 
ration g est le quotient d'une longueur par le carré d*un 

a 1 

temps; — est donc homogène à r^, c'est-à-dire au carré 

ci>\ d'une certaine vitesse angulaire. 
Posons donc 



(^') 



et 



/4KnAa*\ 

\—r) 



=^\. 



L*èqualion à intégrer deviendra 



(U 






on en déduit 



Soit w = pour / = 0. La constante sera nulle, et on aura, 
en résolvant par rapport à w, 

^"^ = ^t X "w ' 

Lorsque t augmente indéfiniment, w augmente et tend vers 
la vitesse finie w^ qui correspond à t infini. La vitesse (o de 
Tappareilest donc toujours inférieure à w,. 



V. 



peut la rendre aussi petite qu'on voudra en prenant suffisam- 
ment grands les facteurs A et a" qui entrent au dénominateur. 
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PETITES OSCaLATlONS d'iN CORPS FLOTTANT (g 119). 

230. Nous supposerons qu*un corps, symétrique par rap- 
port à un plan vertical, flotte à la surface d'une eau tran- 
quille, et qu'on Tait déplacé, à partir de sa position d'équi- 
libre, parallèlement à son plan de symétrie. Les déplacements 
initiaux sont très petits; nous avons à déterminer ce qu'ils 
deviennent dans la suile du mouvement, s'ils sont limi- 
tés, ou bien s'ils peuvent croître indéflniment ; l'équilibre 
est stable dans le premier cas, instable dans le second. 

Nous admettrons que 
le plan vertical moyen pa- 
rallèlement auquel s'o- ^ c/^m - e h p ^ 
père le mouvement est le c'A— i- ^^^^^^^ — -.«. — c 





plan du papier. Soient G le 
centre de gravité dU corps 
flottant, 

le centre de carène '^* 

de la partie ALB , qui plonge seule dans l'état d'équilibre, 

AB la ligne de flottaison correspondante, 

F le centre de gravité de la section AB, 

CD la nouvelle ligne de flottaison. 

Le nouvel état d'immersion du corps sera défini par deux 
coordonnées, comme on l'a vu au § 119, savoir: la distance 
Fil = !^ du centre de gravité de la section AB au plan d'eau 
MN, et l'angle = m6E, inclinaison prise par la ligne GO, 
qui est verticale dans l'état d'équilibre, par rapport à la 
verticale G m. 

Nous désignerons par Y le volume immergé ALB, par û la 
section AB, par a la distance GO du centre de gravité au 
centre de carène, comptée positivement si est au-dessus 
de G, négativement s'il est au-dessous ; par / la dislance GE 
du centre de gravité à l'ancienne flottaison, par 2 la distance 
Gm du même point à la nouvelle, ou à la ligne d'eau MN, et 



enfin parp la distance EF du centre de grviHi de la secliai 
AB au pied E de la perpendiculaire GO. 

Les forces qui agissent sur le ayst^ne smt le poids di 
corps et la poossèe du liquide. 

Le poids du corps sera leprésenté {nr le produit 1^ de n 
masse par l'accélération g due à la pesanteur. 

La poussée est le produit du poids spécifique II da liquide 
par le volume immergé CLD. Or ce volume se déduit de l'an- 
cien volume immergé ALB, en y ajoutant le volame du eoii 
BFD', en en relranchsat lo volume du onn opposé AFC, en 
y ajoutant enGn le volume de la tranclie CDD'C, le plan CV 
étant mené par le point F parallèlement au plan □> de II 
nouvelle flottaison. Le point F étant le centre de gravité 
de la section AB, les volumes des deui coins opposés par 
Varêle projetée en F sont sensiblement ^ux (H, {31^,4 
ils se détruisent dans la somme ; de sorte que le volume GU 
est égal approximativement au volume Tde ranciamecaièi& 
augmenté de la trancheCDCD, c'est-à-dire à lo somme V+(Ç. 
La poussée est donc n (V+fli;). 

On a d'ailleurs M^^nV, puisqu'il y a équilibre lorsque la 
carène AFB est seule immergée. 

Cela posé, appliquons le théorème du mouvement du centre 
de gravité, et projetons le mouvement de ce point G sur la 
verticale. Nous aurons 



La coordonnée z s'exprime en fonction des variables Z et 4. 
En effet, projetons sur la verticale le contour GEFll, qui a 
pour projection Gwi = s. 11 viendra 

(im = UE.emB — EFsinï -|- FH, 

OU bien 

i = /cosS— psin8-|-Ç. 

Comme on suppose très petit, on peut, sans erreur sen- 
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sible, remplacer cosO par l'unité et sinO par TarcO; on a 
alors la formule simplifiée 

On en déduit 
de sorte que la première équation du mouvement est 



d^t d*B 



ou bien 



Nous joindrons à cette équation celle 'de la rotation du 
corps autour d'une horizontale menée par le centre de gravité 
G, perpendiculairement au plan de la figure; cet axe conserve 
son parallélisme dans toute la durée du mouvement, et Ton 
peut opérer comme si le point G restait fixe (111, § 311.) Nous 
aurons à déterminer la somme des moments des poussées ; 
quant au poids M^, son moment est nul, puisque Taxe con- 
tient le centre de gravité G. 

Le moment de la poussée sur la carène ALB est égal au 
poids nV du liquide déplacé, multiplié par la distance au point 
G de la verticale du point : ce qui donnellYxGOsinÔ, ou 
nVaO, en confondant encore le sinus avec Tare. 

Les poussées sur la tranche CDC'D' se composent en une 
force unique, verticale et appliquée suivant FH; le moment 
est donc égal au produit IlxûÇxmH, ou à 

DQç(/sind 4-f>cos e] = nû/ço 4- nnpç. 

Le premier terme du résultat, renfermant le produit Çô de 
deux variables infiniment petites, est infiniment petit du 
second ordre* et peut être négligé. On ne conservera donc que 
le second terme IIQpC* 



Pour ènloer tes ■ 



ooûis BFD', AFC, nom In i 
que l'on peat praidre &adiflSnni 
à l'uMiauie floltiiij» Afi. CertkBeccodeJèBOMpw Mi — y» 
noos apiAîqneraia id. Soit ^ k aeutioft ia flii iw t fÀi 
d'onde ces {nimesiu, norauMi à AB.l4ihaateiiriudeee 
pisme s'obtiendra ai^radinatiwoMnt ea mnlti^itf la fis- 
lance n¥ i l'boriamtale pFÇJetéeea F j^ Faillie t dts den 
plans FB, FD'. Appeltms x oétta diafance, en donnant à cto 
ûgne + sll s'agit des éMmeàiB aMnéa aa-deaaona da F, et la 
signe — s'il a'agitdea AléinentaritoéiaB-dea sna . DeeeUeata- 
nière, les deux coins BfD', AFC aennit eoaapris dana wt 
seule et mfime formule. 

Or le volume du ptitme est dXxart; la pooaafe can» 
pMldanla est ndXxaA; et le moment de cctic poussée par 
'rapport à l'horisontale projdée ai h sera le produil de 
adK Xx6 par la distance du centre àe gravité de ns à la 
verticale du point G, c'eit-i-dïre an pcnnt m. Ce bras de levkta 
est donc ^1 à la somme 

Le produit est 

Le premier terme est infiniment petit par rapport aux suivants, 
et le moment élémentaire se réduit par conséquent à la 
somme 

Pour avoir le moment total des poussées des deux coins, il 
suflît défaire la somme de ces deux termes, étendue i tous 
les éléments d\ de la scclion AB ; ce qui donne 

axpB^xdi + nxe^iflii. 
La somme SxdXesl nulle, car elle représente la somme des 
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moments des aires élémentaires par rapport à la droite pro- 
jetée en F, qui contient le centre de gravité de la section. La 
seconde somme Za^dXesl le moment d*inertie I de la section 
AB par rapport à la droite F. Le moment des poussées sur 
les deux coins est donc égal simplement au produit 

nid. 

La somme des moments des poussées par rapport à la 
droite projetée en G est, en définitive^ 

nVflO + nùp; -{- me, 

et il faut observer que les poussées tendent à relever le corps 
flottant, c*est-à-dii*e à réduire Tangle 6. L*axe projeté en G est 
un axe principal d*inertie du corps, à cause de la symétrie 
admise par rapport à son plan moyen. Appelons K le rayon 
de giration correspondant à cet axe. On pourra poser Téqua- 
tiondcs moments 



MK« ^ = — nVflO - uùp^ — nio, 



ou bien 






M V 

ou encore, en remplaçant - par -, et I par Ûc*, c étant le 

rayon de giration de la section AB par rapport à la droite 
projetée en F, 



231. Ces équations (1) et (2) définissent les variations si- 
multanées des quantités (cte. On commencera par remplacer 



(I) pK M Tsleur lirèe tie (9). Alors les 



■t h ftnm auinale : 

5+** + !*• = "• 



'-«■ 



Qa pMA Im i aMg rar pur k nfiihudc de d'Alcmltei-t . 

sh B ecaaJB éyalion par aixe indélermim 
1 i k amâik*. II viendra 



=S^+.ù. 



+ .16 + lA+«'^)Ç = «. 



(k peot disposa' ds Ttriiitraire s de telle sorte que l'eth 
semble des deux derniers termes devienne une fonction deli 
variable unique Ç + s 0. Il suIGl, en efTet, de poser 

B(;> + .) = .(i + .C), 



Ci* + (.V — Bj» — Bp=0. 

équation du second degré qui donnera en général pour > deux 
valeurs distinctes. Si on les appelle s* et c*, et qu'on pose 
i;+x'e=ii et Ç+<'0=D, on aura à intégrer les deux équs- 
tions linéaires du second ordre 
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Pour que l'analyse que nous venons de présenter soit 
admissible, il faut et il suffit que A + «'C et A + s"C soient 
tous deux positifs. S*il en est ainsi, les intégrales générales 
qui donnent u et t; en fonction de t renferment le temps sous 
les signes sinus et cosinus^ par suite u et t; ne peuvent croître 
indéfiniment; il en est de même des variables et C» qui 
s'expriment linéairement en fonction de u et de v. Les oscilla- 
tions sont donc limitées, et la position d'équilibre est stable. 

Si, au contraire, l'un des coefficients A-f-«'C, A-i-«''C,ou 
tous les deux, sont négatifs, la solution i^enferme des exponen- 
tielles qui peuvent croKre de plus en plus avec le temps, et 
alors !^ et n'ont pas de limite. L'équilibre est instable, et les 
équations obtenues ne sont pas celles du mouvement, puis- 
qu'elles supposent ( et 6 très petits. 

Le cas dep=0 doit être examiné à part. Dans ce cas, 
l'équation (1) ne renferme plus 0, et l'équation (2) ne contient 
plus Ç. Les deux équations s'intègrent donc séparément. L'é- 
quation (1) montre que Ç est toujours limité. Quant à 0, il 
est limité si le facteur a Y + Ûc* est positif, ce qui entraine 
comme conséquence, ou bien a positif, c est-à-dire le centre 
de carène au-dessus du point G, ou bien a négatif et moindre 

Ûc* 
en valeur absolue que -^ . G est la condition que nous avons 

déduite (§119) de l'équation des forces vives. Si (« et 0^ sont 
les valeurs initiales de 2; et 0, et que les vitesses initiales 
soient nulles, les équations du mouvement seront, dans 
l'hypothèse de p = 0, 

ç = ÇoCosrv/^, 



,=.e,cost\/ÎM^ 



Si p n'est pas nul, il est positif, car il mesure la distance 
absolue des deux points F et E, prise sans avoir égard au sens 
dans lequel cette distance serait comptée. Donc les coefficients 
A et G sont tous deux positifs. Si Best aussi positif, l'équation 
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en S a ses deux racines réelles, inégales» et de signes cod- 
traires; de plus» les deux coefficients A+s'C et A+sXsont 
positifs; en eflel, Tun, A+ Cê\ est positif parce que « est po- 
sitif ainsi que A et C. Pour Tautre» qui correspond à la racine 
négative s" y observons que cette racine n*est pas comprise 
entre les limites et — p. Car si Ton substitue et — p ài 
dans le trinôme 

C#«+{A-B)#-.B;>, 

il prend les valeurs — B/> pour «=0, et pour $ = — p 

\y,p — h)p — çjTj- — — -y- « 

de sorte que le trinôme ne change pas de signe entre «=0 
et «= — p; la racine négalive «" est donc en dehors de ces 
limites. 11 en résulte que le produit B(p+0 ^ ^^ signe de «'. 
Comme ce produit est égal à «''(A-f-«'C), il en rteulte que 
A H- «^C est positif. 

Donc les variables auxiliaires u eiv sont exprimables aussi 
par des fonctions qui renferment le temps sous les signes 
sinus et cosinus, et il en est de même des variables défini- 
tives et !^, dès que B est positif, ou dès que a est supérieur 

On peut remarquer que, si Ton prend sur AB, à partir de 
F, deux dislances FI, FK, Tune égale à «' dans le sens O. 
l'autre égale à — s" dans le sens FA, les deux points lelK 
auront en projection verticale des mouvements pendulaires. 
Car ces mouvements verticaux sont précisément définis, pour 
de petites valeurs de Tangle 6, par les valeurs des variables 
u et V en fonction du temps. 

DÉFIMTION DL MÉTACENTRE (g H 9). 

255. On suppose qu'un corps flottant, en équilibre à la 
surface d'un liquide en repos, ait un plan de symétrie, ver- 
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tical dans l'état d'équilibre. On communique à ce corps un 
déplacement inûnimcnt petit parallèlement au plan de sy- 
métrie, et sous la condition de 
ne pas changer le volume im- V / 

mergé. Dans ces conditions la — ^'f— -^'-^ -y- 

résultante R des poussées du / "[' "^^ 

fluide, qui était appliquée au 
centre de caréné de la par- ^^/ 

tie AB primitivement immergée, /^ 

se transporte sans changer de ^^ 

valeur en un autre point (X, '^' 

centre de carène de la nouvelle partie immergée A'B'. Elle 
agit de bas en haut suivant la droite O'C devenue ver- 
ticale, tandis que le poids du corps P est toujours appli- 
qué en son centre de gravité G. Si donc la nouvelle ver- 
ticale (XR coupe l'ancienne OG en un point G situé au-dessus 
du point G, les deux forces égales P et R tendent à faire 
revenir le corps dans sa position primitive, et l'équilibre 
est stable. Le point C a reçu de Bouguer le nom de Meta" 
centre y et Ton peut dire, en employant ce mot, que la sta- 
bilité de l'équilibre d'un corps flottant est assurée si le meta- 
centre est plus haut que le centre de gravité. Gette théorie 
montre comment la stabilité résulte du déplacement du 
centre de caréné quand ce point est au-dessous du centre de 
gravité G. Mais elle est incomplète, en ce qu'elle suppose un 
déplacement particulier du corps, et qu'elle permettrait de 
douter de la stabilité relativement à des déplacements autres 
que celui-là. Le résultat est du reste plus général que la dé- 
monstration qui sert à l'établir. Si Ton cherche la distance OC 
pour un déplacement infiniment petit, on la trouve en effet 

égale à s;, I étant le moment d'inertie de la section de flottai- 

son par rapport à la droite menée dans son plan par son 
centre de gravité perpendiculairement au plan moyen, et V 

le volume immergé. La condition revient donc à OG < rr ou à 

nr. — MÉc. C0UI6.X0R. 20 
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S34. Sttt ABCD la coope transfWMle du panllélèpqpède; 
faiflou AB = c, BC=(. Supposons «que Téquililire 8wt éta- 
bli knrsque le ciMrps est eafooeè dm 
\ reaa de la quantité fC^EDs: A. 

Le eentre de grarité est aa poial G, 
et le centre de cartee au pwit 0* la 

distance GO est égale i ^-^. Si on la 

désigne par a» la staUlité enge qa*oa 
ait I > a Y, I étant le moment d'isér* 
tie de la section de llottaismi EF par rappwi à ane drete 
menée dans smi plan par son centre de granté, et ? le fo- 

lume immergé EDCF. 

I est égal à Taire Q delà section EF, multipliée par le carré 
p' du rayon de giralion de cette aire. 

y est le produit de Taire Û par la profondeur d'immersion 
h. La condition se réduit donc à vérifier Tinégalité 



FIg. Itt. 



c'est-à-dire 









Le moment d'inertie I d'un rectangle de largeur c et 

de longueur / est, par rapport à la médiane parallèle à la 

/c' c* 

longueur, j^ = lcXj^. 



12 



12 
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Le produit le étant l'aire Û, on a p*^ j^, et par conséquent 

h — h 

Remplaçons a par — ^. II viendra, pour déterminer la 
profondeur d'immersion A, Tinégalil*^ 

Le mai^imum de h (b — A) a lieu par h = b — A, et est égal à 

j. Si donc T- <^» ou si 6 < c i/ ?;, la stabilité est assurée 
à toute profondeur d'immersion. 

Si, au contraire, -j est plus grand que rr, il faut que le tri- 
nôme 



(> 



reste toujours négatif, quel que soit h pris entre et fr, ou, ce 
qui revient au même, que 



c* 






soit toujours positif. Or on a, ou bien 

-»+g=(«-i)'-(^?) 

=(*-5+v/n)(-i-\/ï-?). 

de sorte qu'il faut qu'on ait , ou bien 

*<2 VT 6' 

ou bien 
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la stabilité est assurée pour les petites yaleui*sde h et pour les 

grandes, et n'a pas lieu pour les valeurs moyennes. 

h n' 

Le rapport t est égal au rapport inverse =- des poids spéci- 
fiques du corps flottant et du liquide. Dans le premier cas, 
celui où 6 <c \/-» '^ stabilité est indépendante de rimmer- 

sion, quel que soit le rapport —, c'est-à-dire quels que soient 

les corps en présence; dans le second, 6> c i/ ^, h doit être 

compris enire certaines limites, et on voit alors que la stabi- 
lité peut être assurée en faisant flotter le corps à la surface 
d'un liquide, tandis qu'elle peut cesser de l'èlre avec un 
liquide d'autre densité. Un corps peut, par exemple, être 
stable sur le mercure sans être pour cela stable sur Teau. 



LIQUÉFACTION DES GAZ (§ 67). 

235. Faraday a ouvert la voie pour la liquéfaction des gaz; 
il liquéfia le chlore (1825). La méthode qu'il employa, et qui 
consiste essentiellement à augmenter graduellement la pres- 
sion du gaz en vase clos, réussit pour d'autres corps gazeux, 
tels que l'ammoniaque, l'acide carbonique, l'acide sulfu- 
reux, le proloxydc d'azote. Pour ce dernier gaz, il est néces- 
•^aire d'abaisser la température jusqu'à — 10** environ, en 
même temps qu'on augmente la pression. 

Si, après avoir réduit un de ces corps gazeux à l'étal 
liquide, on ouvre brusquement le vase dans lequel il est con- 
lenu, il y a formation subite de vapeur, c'est-à-dire retour du 
corps à l'état gazeux. Mais cette transformation exige une 
gran !e quantité de chaleur, qui est fournie pour la plus 
grande partie par le liquide voisin, et le refroidissement qui 
en est la conséquence suffit en général pour faire passer 
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celle portion liquide à l'élal solide. De là une mélhode pra- 
tique pour produire des froids très intenses, mélhode appli- 
quée aujourd'hui en grand dans l'industrie. 

La liquéfaction de Toxygène, de Thydrogène et de l'azote a 
été longtemps regardée comme impossible ; on avait soumis 
ces gaz à d'énormes pressions sans obtenir dé résultai appa- 
rent; cela tient sans doute à ce que, aux températures ordi- 
naires, le gaz comprimé est ramené par la pression à cet état 
intermédiaire qu'on nomme gazo4iquide^ dans lequel la vapeur 
et le liquide qui la produit ont des densités égales, et ne se 
séparent pas l'un de Pautre. C'est en abaissant la température 
au-dessous du degré qui correspond à ce point critique, que 
M. Cailletet à Paris, et M. Raoul Pictet à Genève, sont par- 
venus à liquéfier successivement Toxygëne, Tazote et enfin 
l'hydrogène. L'expérience décisive de M. Cailletet sur l'oxygène 
date du 2 décembre 1877; la pression avait été amenée à 300 
atmosphères, et la température, d'abord fixée à une trentaine 
de degrés négatifs, avait été tout à coup abaissée de 200* en- 
viron par la détente du gaz. M. Pictet faisait de son côté la 
même expérience à Genève sur l'oxygène et l'hydrogène. 
Enfin, on doit signaler les résultais annoncés en avril 1885 
par MM. Wroblewski et Olszewski, de Cracovie, qui paraissent 
être les premiers qui aient ramené l'oxygène et l'azote à l'état 
complètement liquide, par l'application des méthodes créées 
par M. Cailletet. On peut consulter sur l'historique de la ques- 
tion un article de M. Jamin dans la Revue des Deux Mondes 
du 4" septembre 1884, intitulé : Comment Vair aété liquéfié. 



SUR l'aVUTION ET LA DIRECTION DES AÉROSTATS (§181). 

236. L'étude mécanique du vol des oiseaux et des insectes 
a été entreprise par M. Marey, non seulement au point de vue 
dynamique du travail dépensé et du travail produit, mais en- 
core au point de vue cinématique des mouvements des ailes. 



I 
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Nous ne pouvons que renvoyer aux publications du célèbre 
observaleur. Dans un autre ordre d'idées, on a cherché et créé 
des appareils dont les uns réalisent le mouvement de l'aile de 
l'oiseau ou de l'insecle, dont les autres, connus sous U- nom 
d'hélicoptère, se mainlicnncnt un cerlain temps en l'air i 
l'aide de la rotation rapide d'un hélicoîdc â axe vertical. L« 
actions dynamiques développées par le mouvement d'une 
surface solide dans l'air suppose immobile croissent au raoini 
comme le can-é des vitesses relatives ; aussi l'équilibit; du 
syslème dans l'air, malgré son poids qui le sollicite à tomber, 
suppose ou de grandes surfaces de contact, ou une vitesse 
angulaire 1res considérable. 

il semble qu'un soit aujourd'hui sur la voie de la solution 
du problême de la direction des aéroslals, qui a défié si long- 
temps les efforts des inventeurs. Les premiers essais rèelle- 
mcnl pratiques sont dus à M. Dupuy de Lame et remontent 
à l'année 1871. Le mouvement des hélices était produit par 
des hommes placés dans la nacelle. Depuis, l'emploi des mo- 
teurs électriques, qui possèdent une grande puissance sous 
un faible poids, a permis de metti-e en mouvement les hélices 
propulsives sans surcharger sensiblement l'appareil. Le 
ballon lui-même reçoit la forme d'un fuseau pour faciliter 
son déplacement longitudinal et restreindre sa dérive latérale 
dans l'air environnant. Ce type de ballon dirigeable, récent- 
ment créé par MM. Renard et Krebs. parait avoir bien réussi, 
au moins lorsque le vent est modéré. 
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237. La théorie mécanique de la chaleur date h proprement 
parler de l'année 1842 et de la publication du mémoire de 
Mayer. Mais l'idée mère de cette théorie, à savoir : l'idenlil^ 
de la chaleur et des mouvements insensibles des particolci 
qui composent le corps chaud, avait été longlemps aupara- 
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vant soupçonnée par quelques philosophes. Huygens parait 
ôtrc un des premiers qui aient fait ce rapprochement entre 
deux ordres de phénomènes jusqu*alors considérés comme 
distincts. Une expérience vulgaire lui en fournit l'occasion. Il 
observe qu'une masse de sable, versée en tas dans un vase, 
se tient en équilibre sous un talus incliné à l'horizon , mais 
que, si l'on agite légèrement le vase, en lui donnant de petits 
coups répétés, le tas de sable change graduellement de forme 
et finit par prendre une forme plane et horizontale. Qu'au lieu 
de sable, on verse dans le vase un liquide tel que l'eau, la 
surface libre s'établit immédiatement suivant un plan de 
niveau : cette propriété des liquides est, suivant Huygens, 
l'efTet de la chaleur qu'ils contiennent, et qui communique 
à leurs molécules une agitation analogue à celle qu'on donne 
artificiellement au sable dans la première expérience. 

D'après Locke, si la chaleur constitue pour nous une sen- 
sation particulière, celle du chaud ou du froid, elle n'est 
autre chose dans le corps chaud qu'une agitation très vive de 
ses particules infiniment petites. 

On trouvera dans une lettre de M. Joule au Philosophical 
Magazine^ reproduite dans l'ouvrage de John Tyndall sur 
la chaleur considérée comme un mode de mouvement, des 
extraits de Rumford (1798), de Davy (1812), de Marc Séguin 
(1839), où se trouve exprimée sous diverses formes l'identi- 
fication de la chaleur avec le mouvement intime des der- 
nières particules de la matière. 

Sadi Carnot, le fils aîné du célèbre géomètre Carnot, essaya 
le premier d'appliquer la théorie de la chaleur, telle qu'on la 
connaissait de son temps, à l'étude du travail des machines 
thermiques, et ouvrit ainsi la voie à la thermodynamique mo- 
derne. C'est en 1824 qu'il fil pavaLiire ses Réflexions sur la puis- 
sance motrice du feu^, où la chaleur est encore considérée, 
suivant les anciennes idées, comme un fluide particulier dont 
les corps seraient dépositaires. L'auteur compare le travail 

1. Réédité en 1878. Paris, Gauthier-Villars. 
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d'une machine thermique, ou, comme on dbail alors, d*uiic 
pompeà feu, au travail d'un récepteur hydraulique. De m^me 
que, dans celui-ci, le Iravail est fourni par la chute d'un cer- 
tain poidsd'eau tombant d'une hauteur déterminée, le travail 
recueilli dans une machine à vapeur serait, d'après Sadi Camol. 
le résultat de la chute d'une certaine quantité de fluide caln- 
rique, tombant de la température de la chaudière à la teiupt'- 
rature du condenseur, La température est, dans celle 
théorie, la tension du fluide calorique assimilé a un gai, ou 
sa cote de nireau si on l'assimile à un liquide pesant, cl h 
quantité de (luide qui traverse la machine se conserve itll^ 
gralemenl dans la chute. Les travaux de Sadi Camot, peu 
compris par ses contemporains, ne furent développés que 
plus lard et mis en pleine lumière par les études it 
Clapeyron '. 

Le principe fonitumental de la théorie nouvelle, qui no- 
verse l'hypolhèse d'un fluide calorique et consacre les idées 
des auteurs cités plus haut, es! dû â un médecin allemand. 
Mayer, de lieîlbroiin. Il publia en 1842, dans les ÂnnaUtdf 
Liebig, le premier mémoire où se trouve posé le principe <le 
de l'équivalence entre la chaleuret le Iravail mécanique, (|tii 
fait la base de la doctrine. Presque à la même époque M, Joule, 
de Manchester, commençait les expériences qui l'ont conduit 
à la détermination effective de W'qmvalent mécanùpte. Nous 
citerons entre autres l'expérience du tourniquet hydraulique, 
qui consiste essentiellement à agiter un liquide en lui com- 
muniquant une quantité de travail déterminée, et à companT 
à cette quantité de travail la quantité de chaleur gagnée par 
le liquide lorsqu'il a perdu tout mouvement apparent. A partir 
de ces premières recherches de Mayer et de Joule, la nou\tIle 
théorie fait de grands progrès par les travaux de MM. Thom- 
son, Rankinc, Clansius, Hclmholtz, llirn... ; les rccheri'hc& 
expérimentales de Itegnault lui fournissent des données posi- 
tives. M. Clausius pose le second principe de 1b théorie 
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nique S et conserve les conclusions de Sadi CarnoU interpré- 
tées d'une manière différente depuis que Thypothèse du fluide 
calorique est abandonnée. Ce second principe, sur lequel re- 
posent toute la théorie des vapeurs et l'application de la ther- 
modynamique aux machines, ne parait pas aussi général que 
le principe de l'équivalence; la démonstration qu'on en donne 
est fondée sur un postulatum (g 148), qui n'est pas évident 
a priori et qui, semble-t-il, peut dans certains cas devenir 
inexact. Il consiste à admettre que la chaleur ne peut passer 
d'elle-même^ sans dépense de travail, d'un corps plus froid à 
un coiys plus chaud. Cette proposition parait en défaut dans 
les phénomènes de la chaleur rayonnante, les gains de chaleur 
des corps en présence dépendant, non seulement de leurs 
températures, mais encore d'autres éléments, tels que le 
pouvoir émissif et le pouvoir absorbant de chacun d'eux. Si 
les corps sont en mouvement , le postulatum ne semble 
admissible qu'en supposant au rayonnement calorifique une 
vitesse infinie '. 

D'après Carnot, le travail produit par une machine ther- 
mique est entièrement défini quand on donne le flux decha- 
leur^ou la quantité de calorique qui traverse la machine, et la 
chute de température que cette quantité subit; il est indépen- 
dant de la nature du corps qui sert de substralum à la cha- 
leur. Le principe de M. Clausius conserve la plus grande 
partie de cet énoncé; on peut le formuler comme il suit: 
Lorsqu'un corps suit un cycle de Carnot entre deux tempé- 
ratures déterminées, le travail produit est une fraction de 
la quantité de chaleur empruntée à la source la plus chaude, 
et cette fraction dépend seulement des températures extrêmes, 
quelle que soit la nature du corps soumis à l'expérience, 

M. Maurice Lévy a montré récemment qu'on pouvait ratla- 
cher l'un à l'autre les deux principes, en les faisant dériver 

1. Annale* de Poggendorf, année 1850 et suivantes. 

2. Voir sur ce sujet une note de M. H. T. Eddy, professeiu* à l'université de 
Cincinnati (Ohio) : a Radiant beat, an exception to the second law of therino- 
dynamics. > (Scienltfic prorecdings of the Ohio Mechanic hstifnte, July 1882 ) 
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d*uii postulalum plus général, qu il énonce de la manière 
suivante : Pour un corps quelconque^ les lignes adiaba- 
tiques et les lignes isothermes sont suceptibles de diviser le 
plan en parallélogrammes infiniment petits équivalents^ ou, 
ce qui revient au même, en quadrilatères curvilignes d'^ale 
superficie. La démonstration de la proposition, considérée 
comme une conséquence des deux principes, résulte de 
Téquation deClausius (g 471), 

rfQ = Oc/S, 

dans laquelle dQ est la quantité de chaleur nécessaire pour 
faire passer le corps de l'état thermique (p, V, t) 5 l'état 
thermique infiniment voisin (p -f- d/), V -h dV, t -f- d-), 6 la 
température absolue (g 150), etdSla diiTérentielle qui, égalée 
à zéro, définit les lignes adiabatiques. Nous renverrons pour 
cette démonstralion et la démonstration de la réciproque, 
c'est-à-dire la démonstralion des deux principes en prenant 
la nouvelle proposition comme base du raisonnement , aux 
Comptes rendus de V Académie des sciences du 5 et du 12 mars 
1877; on y trouvera les applications de la nouvelle loi, d*où 
ron"peut déduire les équalions de la Ihéorie de la chaleur cl 
les fonctions caractéristiques de M. Massieu (g 172). 

La nouvelle proposition exprime sous forme géomêlrique 
et absolue une loi naturelle qui, comme toutes les lois con- 
nues, n'est probablement pas rigoureuse et comporte des 
exceptions. Aussi n'esl-il pas surprenant que le théorème de 
M. Maurice Lévy ait soulevé des objections nombreuses, pour 
lesquelles nous renverrons également aux Comptes rendus. 

Signalons pour iiiiir deux desiderata de la théorie méca- 
nique de la chaleur : 

l"" Elle laisse de coté tous les phénomènes de la chaleur 
ravonnanto; 

2** Elle n'a pas encore donné une définition bien claire de 
la température, en dehors des hypothèses ou des absl rac- 
lions analyliqucs. 
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238. Nous avons décrit, dans le chapitre m du VIlMivre,les 
principaux types de machines à vapeur, et exposé un certain 
nombre d*améliorations, dues en grande partie h James Watt, 
qui ont été apportées au type primitif. Nous donnerons dans 
celte note quelques aperçus des perfectionnements qui y ont 
été plus récemment introduits, en prenant pour guide le Rap* 
port de M. Ilirsch sur les machines et les appareils de la Méca- 
nique générale à r Exposition universelle de 1878 (Groupe VI, 
classe 54). 

La tendance générale des constructeurs de machines à va- 
peur est d'accroître la température et la pression de la 
vapeur dans la chaudière, et d'augmenter par là la chute de 
chaleur que subit le fluide entre l'admission et la condensa- 
tion. Cette tendance est tout à fait justifiée par la théorie mé- 
canique de la chaleur. Mais Taugmentation de la pression 
entraine des difficultés et des inconvénients pratiques ; elle 
compromet, par exemple, la résistance des enveloppes métal- 
liques, qui perdent de leur ténacité à mesure que la tempéra- 
ture s'élève. Aussi, en pratique, ne dépasse-t-on pas ordinai- 
rement 8 à 10 atmosphères de pression dans les locomotives, 
4 à 5 dans les machines fixes, 6 à 8 dans les machines loco- 
mobiles ou sans condensation. Les constructeurs américains 
vont au delà de ces limites. 

En même temps qu'on a augmenté la meilleure utilisation 
de la chaleur produite en élevant la température de la chau- 
dière, on a diminué la quantité de combustible nécessaire 
pour réaliser un travail déterminé. D'abord fixée à 4 ou 5 kilo- 
grammes de houille par heure et par cheval, la consomma- 
tion de charbon s'est abaissée à 2 kilos ou 2 kilos 1/2, dans 
les machines où l'on faisait usage d'une détente prolongée ; 
de nouveaux perfectionnements de détail, imaginés par M. Far- 
cot, ont réduit la consommation à 1 kilogramme de houille 
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par heure et par cheval ; on est descendu depuis à 9(Kl 
grammes. Si l'on observe qu'un kilogramme de bonne houille 
dégage par une combustion complète environ 8000 calories, 
qui équivalent à 5 400 000 kilogram mètres, tandis que le tra- 
vail d'un cheval-vapeur par heure représente 75 kilogrammèln^s 
multipliés par le nombre, 3600, des secondes contenues daiis 
l'heure, c'est-à-dire 270 000 kilogram moires, on voit que la 
machine à vapeur de nos jours n'ulilise guère que la fraction 

- ■„., „„.. t soit les jrrr: dc la clialcur produite dans le ToTer. 
3 400000 100 ^ 

Il esl permis d'espérer de nouveaux perfectionnements. On y 

arrivera en simplifiant l'accès de la vapeur de la chaudière au 

cylindre, par la suppression d'inlermédiaircs qui pnîlèvcnt 

inutilement une certaine quantité de chaleur, et en augmcn- 

lanl autant que possible la température du lluide moteur au 

moment où il pénètre dans le cjlindre. 

239. Les chaudières sont classées par M. Kirsch en cinq 
catégories : 

1" Les chaudières à foyer extérieur ; ce sont celles qui com- 
portent le plus grand volume du réservoir contenant l'eau i 
vaporiser ; 

2° Les chaudières à foyer extérieur ; 

3° Les chaudières tubulaires avec paicours de flammes 
dans l'intérieur des tubes ; 

4° Les chaudières tubulaires avec parcours «le damme» 
à l'extérieur des tubes; 

5° Chaudières mixtes et diverses. 

Les chaudières des locomotives appartiennonl à la 3' cU&se. 
De la i" classe à la 4', le volume du i-éservoir d'eau à npon- 
ser va en décroissant. En môme temps la rapidité de la va- 
porisalion augmente. Les chaudières sont généralement for- 
mées d'un ou plusieurs cylindres horizontaux: on en voîl 
aussi quelques-unes qui sont verticales, et d'autres enfin qui 
sont inclinées ; telle est la chaudière de In maison Sm/jct, de 
Winlerthur (Suisse), laquelle appartient à la 5' catégorie. 
Parmi les chaudières de la 5" classe on peut citer la chaudiire 
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Bellevilley où le réservoir est formé de la juxtaposition 
d*un certain nombre de tubes s*élevanten pente douce^ à la 
façon d*une rampe en lacet, à travers la chambre où circu- 
lent librement les gaz produits par la combustion sur le foyer. 
Plusieurs chaudières sont à foyer démontable. Le cylindre du 
réservoir entoure alors un cylindre intérieur dans lequel se fait 
la combustion, et d'où la grille peut être retirée à vojonté. 

Dans les chaudières Field, qui appartiennent à la 4*" caté- 
gorie, les tubes sont verticaux, mais emboîtés deux par deux 
l'un dans Tautre ; le tube extérieur est fermé par le bas, de 
manière à forcer Teau à circuler dans la couronne comprise 
entre les deux tubes concentriques : elle descend par le tube 
intérieur et remonte sous une faible épaisseur par la cou- 
ronne annulaire, où elle subit Faction extérieure de la cha- 
leur. La circulation rapide de Teau accroît le pouvoir calori 
(ique du foyer et prévient les dépôts dans les tubes ; enfin les 
tubes ne sont tenus que par leur extrémité supérieure et se 
dilatent librement sans fatiguer leurs assemblages. 

Mentionnons en passant un problème intéressant, dont la 
solution complète dépendrait de la théorie des nombres, et qui 
se rattache à la question de l'établissement d'une chaudière 
tabulaire à contour circulaire extérieur : Étant donnés un cer- 
cle de rayon R et un autre cercle de rayon r plus petite déter- 
miner le nombre maximum de cercles de rayon r qu'on peut 
placer simultanément dans le cercle de rayon R, en laissant 
les petits cercles extérieurs les uns aux autres. 

240. Venons à l'examen sommaire de quelques types de 
machines modernes. Au point de vue de la distribution, les 
constructeui*s ont cherché généralement à satisfaire à trois 
conditions qu'on peut formuler ainsi: 

1^ Réduire la période d'admission et prolonger la période 
de détente ; 

. 2*" Éviter les étirages de vapeur^ en coupant brusquement 
Tarrivée du fluide à la fin de l'admission ; 

3® Réduire au strict minimum les espaces nuisibles. 

Dans la machine de Watt, la distribution est faite à l'aide 
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d'un liraîr, el g'inûralement c'psl un Ijpoir k coquille, ijnî 
découvre alternativement les deux luraiàres ouvertes ii Icx- 
Irémilè du cylindre, et lus met en coni m union lion, soit avec 
la chaudière, soit avec l'écliappemenl. IjCs recouvrements 
ajoutés ou tiroir à coquille produisent la délenle. Maisfespace 
nuisible est accru de tout le volume des conduits qui abou- 
lissent aux lumières, et ta fermeture graduelle des lumii'ra 
par le jeu du tiroir produit à cbaque tour plusieurs étirages 
de vapeur. Les principaux pcrrectionnemenis proposés pour 
la distribution comprennent : 

Les tiroirs superposi's, dans les types déjà décrits deHayer' 
et de Farcot; ils permettent, cmnme on l'a vu, de faire^ 
varier la détente (gg 207 et 208) ; 

L'emploi de quatre lumières au lieu de deux, savoir : deus 
lumières, Tune pour l'admission , l'autre pour Téchapp^- 
menl, sur chaque fucc du piston; 

La substitution au tiroir, doué d'un mouvcmenl alternatif, 
de robinets tournants , ou de soupapes qui dëcouvreni de 
larges orifices pour un faible déplacement; telles mut le* 
soupapes des machines de Cornouailles. 

La maeliine américaine de George Corliss est pout-élrc celle 
qui satisfait de la manière la plus remarquable aux conditions 
exposées plus haut. Le type résulte essentiellement de l'em- 
ploi des soupapes de Cornouailles, à raison de quatre par 
cylindre, Ju dislributeur ou robinet tournant de .Maudstajr 
pour donner la vapeur à l'admission, et enfm de la liaison de 
l'appareil distributeur avec le régulateur k force centrifuge 
de la macIiine, de maniéi-e que la machine se régie d'eU^■ 
même à une allure uniforme. 

Ce type de machine, qui a eu un 1res ^rand succès » l'ex- 
position universelle de 1867, a été d'abord en France l'objrl 
d'un certain engouement. Depuis on est revenu à des idées 
plus conformes aux traditions de Watt et de ses succes- 
seurs immédiats. La prolongation de la détente, quand on 
l'exagère, n'a pas l'influence heureuse qu'on lui attribuait, ù 
cause du refroidissement subi par le Quide. Les étirages de 
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vapeur n'ont pas à beaucoup prèsTimporlance que leur donne 
le programme indiqué tout à l'heure. Enfin les espaces dits 
nuisibles ne justifient pas toujours leur nom, et nous avons 
vu que, dans certains cas, ils sont tout à fait indifîérents au 
travail recueilli par la machine (§ 212). En somme, si l'on 
compare les machines du type Corliss aux machines plus élé- 
mentaires où Ton fait usage du tiroir à coquille mené par un 
excentrique circulaire, on reconnaît sans peine que les se- 
condes, bien que plus simples et plus rustiques, fournissent 
sensiblement le même travail que les premières. La compa- 
raison est surtout concluante quand on y comprend les loco- 
motives, où la distribution par tiroir et coulisse, tout irré- 
gulière qu'elle soit, n'empêche pas la machine de fournir 
un rendement excellent, et n'a pu être remplacée par aucun 
autre système. 

Aujourd'hui, en France, on est à peu près d'accord pour 
s'en tenir à la distribution par tiroir, et l'on cherche les amé- 
liorations de la machine, d'abord dans l'emploi de la chemise 
de vapeur, déjà imaginée parWatt, pour maintenir la tempé- 
rature du fluide pendant qu'il se détend, puis dans l'adoption 
du système de détente par échelons, dont le système de Woolf, 
à deux cylindres, est le premier exemple pratique. Récemment 
on a créé un nouveau type, nommé système Compound, qui 
est surtout employé dans les machines de la marine, et qui 
permet de réaliser de notables économies de combustible. Le 
système Compound comprend, comme celui de Woolf, deux 
cylindres, un petit et un grand, que la vapeur traverse succes- 
sivement. Mais entre le petit et le grand se trouve un réser- 
voir intermédiaire, maintenu à une pression sensiblement 
constante, où se font l'échappement du petit cylindre et l'ali- 
mentation du grand. Des chemises de vapeur chaude envelop- 
pent à la fois les deux cylindres et le réservoir intermédiaire. 
Les mouvements des deux pistons ne sont pas forcément 
communs, comme dans la machine de Woolf, et l'on peut 
s'arranger, par exemple, pour que, quand l'un des pistons 
arrive au bout de sa course et que la bielle correspondante 
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passe à son point mort, l'aulre piston soit au milieu de li 
sienne, et que sa manivelle soîl calée ù angle droit sur la ma- 
nivelle conjuguée. 

L'utilité de la chemise de vapeur et de la détente par 
ijchelons a été mise en évidence dans une série d'expériences 
poursuivies a Mulhouse par M. llirn el ses collaborateurs. Qs 
ont reconnu qu'au moment de l'admission de la vapeur dam 
le cylindre, quand la communication est librement établie 
i^ntre la chaudière cl le cylindre plus froid, il se faîl une con- 
densation partielle de vapeur sur les parois du cyUndrc. de 
sorte que la quantité de fluide fournie par la chaudière est 
supérieure, do tout le poids ainsi condensé, à la quantité de 
vapeur calculée d'après le volume engendré par le piston 
pendant l'admission. Cette eau condensée sur les parois da 
cylindre passe ensuite dans le condenseur pendant l' 
pcment, cl son passage dans le cylindre ne produit aui 
travail utile. La chemise de vapeur chaude, qui entoure 
cylindre et en récliaulTe les parois, contribue a 
celte eau liquide à l'état de vapeur, et combat l'effet niùsil 
(le ces condensations inicmpestives. De même, la détente 
échelons, en établissant la communication du petit cylindre, 
non pas avec le condenseur, mais avec uu réservoir intermè* 
diaire, restreint les condensations et vaporisations succes- 
sives, en diminuant pour chaque cylindre l'écart des lempê- 
latures du Huide moteur, à l'admission et k l'échappemeiil. 

24t. Nous ne suivrons pas M. Uirsch dans son esamen des 
diflérentcs machines exposées, et nous renverrons à son rap- 
[lorl pour la descriptiou des divers types de machines fixai, 
mi-fixes, locomobiles qu'il a passés en revue, types parmi W 
'|uels nous nous bornerons à citer : 

La machine Corliss, 

La machine Wlieelock, 

La machine de la Société suisse de Winterthur, 

La machine mi-fixe de MM. Weycr et Ricliinond {systcnw 
C'impound). Nous nous arrêterons seulement sur t'appimi 
ifcrvo-maleur, créé par M. Farcot, et aujourd'hui nniverwllt-- 
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ment employé dans les cas où il s'agit de faire avec prompti- 
tude et précision des manœuvres qui exigent de grands 
efforts. 

Soit A l'arbre tournant auquel est appliquée la résistance 
qu'il s'agit de vaincre. Pour obtenir le mouvement de cet arbre, 
on se sert d'un cylindre, dans lequel se meut un piston C. lié 
à l'arbre par une bielle brisée CB et une manivelle BA; il 
suffira de faire agir la vapeur sur l'une des faces du piston C 
pour produire le mouvement voulu. A cet effet, on em 
ploie un tiroir D, sans recouvremenl , qui règle la distri- 




bution. Suivant que l'on porte ce tiroir à droite ou & gau- 
-che. la vapeur afflue à gauche ou à droite du pislon C, et lu 
manivelle est entraînée dans le même sens que le piston au- 
quel elle est liée. La tige DA du tiroir est atlachûc en E à une 
tige FP, qui est articulée en F avec le prolongement de la ma- 
nivelle AB. Cela posé, si l'on porte la poignée P en F, le liroii', 
repoussé à gauche, entraîne également à gauche la manivelle 
par l'intermédiaire du piston C ; la manivelle prend la posi- 
tion AB', et l'articulation F est portée en F', ce qui ramène au 
point A l'articulation E de la tige du tiroir, et par suite r.:- 
mène le tiroir D dans la posilion moyenne où il ferme à la 
fois les deuK lumières. L'arbre A se trouve donc immubilisii 
dans la position AB' qu'il vient de prendra. On voit qu'au 
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moyen de ce mécanisme la manivelle AB suivra toujours les 
mouvements de la tige FP, qui peut être déplacée sans effort 
sensible. Cette tige FP est appelée la rêne de TappareiL On la 
fait tourner autour du point F, mais ce point est lui-même 
mobile, de sorte qu'en réalité, abstraction faite des petites 
oscillations dues à Tinertie des pièces, c'est autour du point 
A que la rêne parait tourner, accompagnée dans son mouve- 
ment par la manivelle AB. 
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242. Nous avons décrit le moteur Lenoir^ qui est une ma- 
chine à gaz, où l'inflammation du mélange de gaz et d'air est 
obtenue à l'aide de Télincelle électrique. M.Otto, de Deutz, a 
exposé en 1878 une nouvdlc machine à gaz qui se distingue 
par le petit volume qu'elle occupe et le grand travail qu'elle 
permet de produire. Celte machine comprend un cylindre ho- 
rizontal à simple effet; le piston qui y est contenu commando 
par une bielle un arbre tournant, marchant à grande vitesse, 
et porlanl un volant destiné à corriger Tirrégularilé du Ira- 
vail nioleur. Celte irrègularilé est assez notable. En cHet le 
cycle complet du jeu de la machine comprend, non pas un 
tour de l'arbre moteur, correspondant à une allée et une 
venue du piston, mais bien deux tours consécutifs, ou quatre 
excursions simples, sur lesquelles une seule produit le travail 
moteur. Dans une première excursion directe, le déplace- 
ment du piston n'a d'autre objet que d'aspirer dans le cylin- 
dre le mélange explosif formé d'air et de gaz d'éclairage; 
l'excursion rétrograde qui y succède comprime le mélange, 
et le rassemble dans le fond du cylindre ; l'explosion est pro- 
duite par un bec fixe d'inflammation, au moment où com- 
mence la seconde course directe du piston, et cette course 
s'accomplit sous la poussée des gaz de la combustion, porlés 
à une haute température; enfin la quatrième excursion du 
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piston, ou la seconde course rétrograde, correspond à l'échap- 
pement de CCS gaz brûlés, qui s*écoulent dans Tair extérieur. 
La distribution du mélange gazeux se fait par le fond du 
cylindre, sur lequel se meut un tiroir, commandé par la ma- 
chine elle-même. La soupape d'échappement est sur le côté du 
cylindre; elle est soulevée au moment opportun par un 
excentrique à onde. La machine marche à 160 ou 180 tours 
par minule. Le régulateur à force centrifuge qu'elle com- 
mande agit sur la distribution du gaz, pour en diminuer 
l'admission lorsque la vitesse s'accélère. Une circulation d'eau 
froide autour du cylindre prépare le refroidissement des gaz 
échauffés par l'explosion, et facilite l'échappement. La con- 
sommation de gaz n'atteint pas 1 mètre cube par heure et par 
cheval pour les grands modèles, ce qui correspondrait à en- 
viron 660 grammes de bonne houille. 

De son côté, M. Lenoir vient de créer un nouveau type de 
moteur, qu'il appelle moteur agricole^ et dans lequel il en- 
flamme, à l'aide de Tétincelle électrique, un mélange d'air 
et de carbure d'hydrogène. Ce mélange est préparé dans la 
machine elle-même, par le passage de l'air atmosphérique 
sur des éponges mouillées du liquide combustible. Le mé- 
lange gazeux s'enflamme dans une chambre spéciale , ouverte 
sur le cylindre, et non dans le cylindre lui-même, ce qui 
rend inutile de le refroidir par une circulation constante 
d'eau à basse température , qui a l'inconvénient de détruire 
une partie de la chaleur produite par l'inflammation. (Voir 
Bulletin de la Société d* encouragement pour l'industrie na- 
tionale^ séance du 27 mars 1885.) 
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243. La manœuvre de la contre-vapeur consiste essentiel- 
lement à renverser le jeu du tiroir d'une locomotive , en le 
faisant mener par l'excentrique de la marche en arrière, pen- 
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dant que la locomotive continue à marcher en avant. Les 
quatre périodes dans lesquelles se décompose le tour de roue 
subsistent encore pendant la contre-vapeur, mais TefTct pro- 
duit est tout différent. A la période d^échappeaient de la 
marche directe correspond la période d'aspiration des gaz de 
la boite à fumée ; ces gaz, introduits dans le cylindre, sont com- 
primés par le mouvement du piston, et cette période de com- 
pression correspond à la période de détente; bientôt la lu- 
mière d'admission s'ouvre, mais, au lieu de Tadmission de 
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la vapeur, les gaz sont refoulés dans la chaudière; enfin à la 
période de compression dans les espaces libres de la marche 
directe correspond dans la conlre-vapeur une période de dé- 
tente. 

U résulte de là que la contre-vapeur produit un travail 
négatif, qui tend à ralentir la marche du train, ou à l'arrêter 
même si Ton en prolonge Temploi-Ce travail négatif est (ou- 
jours moindre en valeur absolue que le travail positif qui 
serait fourni par le jeu régulier de la machine, ainsi qu'il 
résulte des diagrammes ci-dessus (fig. 130), que nous em- 
|M unions au Cours de machines à vapeur de M. llirsch. 

La figure de gauche est le diagramme du travail moteur 
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fourni par la vapeur en un tour de roue, dans là marche en 
arrière. L'admission commence par anticipation en B et se 
prolonge jusqu*en C ; la détente s*opëre de C en D, réchappe- 
ment de D en F, avec anticipation de D en E ; enfin FB repré- 
sente la compression dans les espaces libres. Les variations 
brusques de pression figurées en B'B et en DD' résultent, 
Tune de Touverture de la lumière d'admission, Fautre de l'ou- 
verture de réchappement. L'aire BCDD'FB' mesure le travail 
produit. 

Dans la marche en avant à contre-vapeur, le mouvement 
du piston et de l'arbre de la machine est inverse, mais le jeu 
des tiroirs est identique à celui de la marche en arrière. Seu- 
lement il y a échange entre les périodes. Ainsi la période FD 
correspond à l'aspiration dans la boite è fumée ; la période 
suivante DC est celle de la compression des gaz aspirés; puis 
vient la période CAB du refoulement dans la chaudière, et 
enfin la période BF de détente. Le diagramme comporte en- 
core deux droites horizontales FE, AC, lorsque le cylindre 
communique librement avec la chaudière ou avec la conden- 
sation ; deux courbes DC et BF', qui correspondent, la pre- 
mière à la compression du mélange gazeux dans le cylindre, 
la seconde à la détente après refoulement dans la chaudière : 
et deux droites verticales C'C, FT, qui représentent les varia- 
tions brusques de la pression, lorsque le mélange gazeux 
vient à communiquer librement avec la chaudière et avec 
réchappement. L'aire DC'CBF'FD mesure le travail négatif dé- 
veloppé dans le tour de roue ; or il est facile de voir que cette 
aire est beaucoup plus petite que Paire correspondante du 
diagramme voisin, bien que les pressions soient les mêmes, 
et le jeu du tiroir identique. 

La contre-vapeur a été longtemps une manœuvre dange- 
reuse, que les mécaniciens ne tentaient qu'en cas de détresse, 
pour arrêter le plus vite possible un train menacé de collision. 
Il fallait, pour l'opérer, manœuvrer le levier de changement 
de marche en plein mouvement direct de la machine, opéra- 
tion très scabreuse; on y a remédié en substituant au levier 



iMitoJMl rwlrniiiiin ilwi In rjlïiwlrn Am flii Wfthili ni 
«feMSte 4a fwiwiiwi 4» chutni, pwtto te»<lK boMe k. 
lMiB:«i9ibrianntln«uailaiafit MérioniBiit k» 
«•AmbJh pirtMi et du ^lliidnk b« Xai« VmMTviM^ ÏM- 
paklwrliatttlelMr, et«pflîqB< pourhi pivmit-i-u Fuis \>»t 
M. Rieotut ■urle^eaimdefa' do Nord de l'Espagne, a conigi- 
«al âoMvélùard d'one auùèm très heureuse. Ce tul>c)>rend 
i !■ iJiwdifim lin iiiMiiimi ll'rw i h imli 1 1 de vapeur, dout le 
Mimiidflai'èi^k'rofantékpnportioi). et l'artitline au bas de 
lilMnd'MnippeniaU^UttaréMlteqn^ ^OMaAimtBmmm 
h wpaur, l'aqùation m bù d«iis ce nétuge éd «^MTil 
tim, ^ Arme nutelu entre IftcjtiDdratlkftoIlKàlMii» 
et qai «Mptebe rintrododka des gu; ta v^èriitfH d* 
r«« liquide ibsorbe nue grande queAlitt d« ehalaw, Ind 
t lédain l'éehtuffemont du eylMn et {uéviBi^ la dailiH) 
lÎMde* gHnitures. Si l'^part de vifear et^'oMi eellnf 
MtitfrrtlB, l'excès s'écbapfie scn» isnaa da tepear jM 
la chaaiofe, et retonbe en plaie sur la maAîiM. (hi dM 
alors que la machine prime. En dèGititive, le tube d'inveraoa 
joint à l'appareil à vis a fîiil de la contre-vapeur une manœii- 
vre tout 8 fuît courante, sans danger, et dont on se soi à la 
descente des pentes et pour les ralentissements réguliers. La 
marche à contre-vapeur, produisant la compression d'un mé- 
lange de vapeur et d'eau finalement rerouté dans la chaudiÈre, 
y emmagasine en réalité une nouvelle quantité de chaleur. 
Par contre, elle entraîne une certaine déperdition de vapeur 
par l'exeès qui s'échappe librement par la cheminée. Si on 
la prolongeait indéfiniment, on arriverait à faire tourner les 
roues en sens inverse du mouvement du train, ce qui tend 
i accroître le travail du frottement sur les rails en au^ 
aaailant l'arc de glissement, maïs ce qui peut tendre en 
aaème temps à réduire le coefiicient du frottement, qui est 
(onction de la vitesse de glissement, de sorte qu'on ne siit 
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pas bien, en définitive, dans quel sens varierait le travail 
négatif produit. 



NOUVELLES EXPÉRIENCES SUR LE FROTTEMENT V 



24 i. Nous avons déjà indiqué (t. IH, g 367) que le cocfG- 
cicnt de frottement f n'est pas, comme on l'avait cru d'abord, 
indépendant de la vitesse de glissement v. De nouvelles 
expériences faites par M. Marcel Deprez metlent en évidence 
ces variations, et font pressentir la loi qui lie les deux 
variables /* et v. 

Un corps tournant, formé par Tanneau mobile de Tune des 
machines réceptrices construites pour l'expérience de Creil 
sur le transport de l'énergie, est lancé à une vitesse détermi- 
née, de 600 tours par minute. Puis on laisse la vitesse dé- 
croilre, sans intervention de travail moteur, le corps tour- 
nant ne subissant que le travail négatif du frottement des 
tourillons, abstraction faite de la résistance de l'air, qui est 
nécessairement très faible. De 30 en 30 secondes, on déter- 
mine le nombre des tours effectués par le corps depuis le 
départ. On procède ainsi jusqu'à l'arrêt, qui, dans la pre- 
mière expérience, s'est produit seulement au bout de H54 se- 
condes, ou de 19 minutes 14 secondes. 

On dresse de cette manière un tableau qui donne les arcs 
décrits, exprimés par les nombres de tours, en regard des 
valeurs correspondantes du temps, de demi-minute en demi- 
minule. Si l'on forme les différences premières des nombres 
de tours, on aura une nouvelle série de nombres, qui expri- 
meront les espaces angulaires décrils en temps égaux ; ces 
nombres sont donc sensiblement proportionnels aux valeurs 
successives de la vitesse angulaire; de môme les diffé- 
rences secondes seront approximativement proportionnelles 

i. Compta rendus de C Académie dei sciences du 17 novembre 1884. 
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aux accélérai ions angulaires, lesquelles sont proporlïonDclles 

au momenl de la résistance, et par suîle au roeffîcieni f Au 

fi'oltcmcnt. 

Ed procédant ainsi, on voit décroître graduellement 1& 
accéléra lions, de là au commencement de l'expcrience. à 5 
au bout de 800 à SM secondes; puis elles se remettent à 
augmenter, et passent successivement de i à 9 pendant la 
dernière période de l'espérieiice, c'est-à-dîre de 900 secondw 
â H5i secondes. Le coefficii-nl /"varie proporlîonnellcment 
aux accélérations, cl par conséqueni il commence par dt'-- 
croitre avec la vitesse; il atteint son minimum par une vitesse 
déterminée, pui-^ croit à partir de ce minimum à mesure 
que la vitesse diminue. 

Dans ta première expérience de M. Marcel Deprez le coeFC- 
cicnt f a été déterminé : il est égal à 0,025 lorsque la vitesse 
angulaire est de 5.^0 tours par minute; il décroît jus- 
qu'à 0,005 lorsque la vitesse angulaire s'abaisse à 14ô tours: 
c'est sa valeur minimum. La valeur moyenne ressort a 
U,015. Le rayon des tourillons était de O'",06, de sorte que 
les vitesses angulaires de StiO tours et de 14ii tours corres- 
pondent à des vitesses linéaires de 172",79 et de 45",55 par 
seconde. 

Cette deinière vitesse est déjà supérieure aux vitesse» • 
usuelles qui se rencontrent dans les applications de la mé- 
canique, d'où l'on peut inférer qu'en général le coefficient 
de frottement va en diminuant à mesure que lu vitesse aug- 
mente : en sous-enlendant toutefois que cette diminution se 
change en augincnlalion, si l'on dépasse une limite de vitesse 
qui doit dépendre des corps en contact et des enduits tntei- 



Dans une expérience de H. Deprez, la machine, lancée 
à 000 tours, a fait 4700 loni's jusqu'à l'arrôl. Dans une 
autre, larrél ne s'est produit qu'après COOO tours, el Ire 
résultats on! été encore plus nels que dans la premièi-e. 
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SUR l'expérience de m. ATHANASE DUPRÉ 

(§ 189). 

245. On a obtenu pour la loi de répartition des pressions 
dans le tube OÂ, quand il tourne uniformément avec une 
vitesse angulaii^e (o autour du point 0, Téquation 

p=C€ir. 

La constante C est la pression de l'air dans le tube pour 
r = 0, c'est-à-dire au point 0. 

On peut remarquer Tanalogie du problème avec celui de la 
répartition des pressions de Tair dans un puits vertical, ouvert 
jusqu'au centre de la terre, en supposant le globe terrestre 
sphérique et homogène, et par conséquent l'attraction pro- 
portionnelle à la distance au centre. L'équation différentielle 
de la distribution des pressions dans ce puits est en effet 

p ha 

elle a pour intégrale 

p=peo » 

équation où a est le rayon du globe, g la pesanteur à sa sur- 
face, p^ la pression atmosphérique, et p la pression à la dis- 
tance r du centre. On voit que les deux formules rentrent 
analytiquement Tune dans l'autre si l'on pose a* — T^=zr^*^ 

^:=a), et p„= C, la constante k étant conservée dans les 

deux problèmes. 

Proposons-nous de déterminer la constante C par la condi- 
tion que la masse d*air contenue dans le tube reste invariable. 

Considérons un élément de masse dm compris dans le 



v^ 



tiibe mitre les plaos transversiiix maiéetax distaneeird 
r+dr du point 0. 

n déèigiiant lé poids Apécitiqiie de VAtf Iboiis hi presmip 
qu'il subit dans<^terégioa,etÛélintltseeliondaloli6,Ma 

• - * * 

Mais p=:irp=i.--i douera?? et roii.€ 

Remplaçons p par sa valeur en fonction de.r, e*erté-diit 
par Cb^; û Tiendra 



dl^ss ~r» ** rfr, 



et, par suite, la masse totale oonteniie dans la tabe ente k 
pmnt et le fond A est rintég^e ^ 






où a désigne la longueur OA. 

Lorsque le tube élait en repos, cette même masse occupait 
le môme espace, mais sous une pression p^, partout la même, 
et que nous supposerons donnée. La densité correspondante 

est ~ , et la masse totale est par conséquent 

k 

L'égalité de ces deux masses définit la constante C; on a 
en effet 

d'où Ton tire 

^=Po-7^ — ;?7i — • 
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L'intégrale indiquée ne peut s'obtenir que par le dévelop- 
pement en série. On a d^abord 

et ensuite, en multipliant par dr^ et intégrant 

série qui s'annule pour ?'=0, et qui est convergente pour 
toute valeur de r; car le rapport d'un terme au précédent, 



1.2.r>. . .(n — 1) ïJ« - 1 A" - » 2;i— 1 

tend vers une limite moindre que l'unité, quelque grand que 
soit r, pour une valeur suffisamment grande de n. 

On fera donc r= a dans la série, et on pourra trouver la 
valeur de la constante C. 

Il existe un point du tube, situé à la distance r^, pour lequel 
la pression est Pg, comme lorsque le tube rcsie immobile. La 
distance r^ est donnée par l'équation 

w«r*o 

et comme 

a 



C = Po 



e ik drt 



il en résulte l'équation 






•a fc.«r« 

e — 



a 



pour déterminer r^. Cette équation exprime simplement que 
le premier membre est Vordonnée moyenne de la courbe 



«-!•* 



y=ze'^^ entre les limites r=0 et r=a; ce qui est évident 



4^8 l.\ IWIDIIE ET LES DIRI'S ».\i*U»SIFS. 

Il priori, puisque p, reste In pression moyenne du gai, toi!'" 
h masse reste la (ii(>mc duns un mOine volume lolal. 



sus LA potom. f.T I El ^-(lB^s ehplosi»s (g 210 et scit»st¥(, 

246. Le dosage do la poudre varie noIablenieiU d'un i^ft 
h t'attire, suivant l'usage auquel il est deslîné. Ainsi la {nudri- 
de guerre esi-je un potentiel ]ilos (irand que la pondre de 
chasse, qui, de son côlii. dcinatide une inflanimaliililé plu> 
rapide. De plus, la conservation de lu poudre exige [jo'od i 
emploie un \t^T escôs de soufre, bien qae cet eicèsnoisei 
la Tivaeilé de In dtïfldgrolion. Nous renverrons pour lesditm 
dosages adoptés dans les dîfliïrcnts pays su Traité Ar h 
poudre, dci cxjAo*iff et de la pyrotechnie, de MM. J. llfinuim 
cl F.. Van Mcyer. traduit de l'alieinand par M. E. Dcsorliaui- 
pages 207 et suiv. On trouvera dans le même ouvrage.ico 
tion m, ehap. m, l'exposé des propriétés mécaniques de li 
poudre, et section IV, la description des méthodes et des3pp^ 
reils qui servent A en mesurer les efTets balistiques et lespre- 
sion-i. l'ne noie insérée page 508, due à M. E. Saarru, résum- 
les formules pratiques des viteancu et dea pressions dam If 
anne», suivant les théories nouvelles du savant ingénieur. 

Nous nous bornerons a reproduire ici la formule qui don» 
lu vitesse initiale du projectile. Si l'on appelle 

c le cilibre, ou diamètre de l'âme de la pièce, 

u la longueur de parcours du projectile, ou distance eniJt 
le eulol du projectile d^ms la position de cliargemeiil efl) 
bouche de la piiïce, 

p le poids du projectile. 

ci le poids delà charge de poudre. 

A la densité de chargement, ou rapport du poids de 1* 
cliargc au volume de la chambre à )>otidre, 

a et deux coefficients, dits caractéristiques, qui dépen- 
dent de la nature de la poudre employée. 
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A et B deux constantes indépendantes de toutes les condi- 
tions du tir, et qui ont pour valeur 

A = 2,004. 
B = 0,007(Î5, 

les unités adoptées étant le décimètre, le kilogramme et la 
seconde, on aura pour la vitesse v du projectile 

Les coefflcienls caractéristiques a et 3 sont déterminés 
expérimentalement, ou bien rattachés à d*autrcs éléments qui 
dépendent de la forme du grain, de la durée de sa combustion 
sous la pression atmosphérique normale, et de la force de la 
poudre ; on appelle ainsi la pression, par unité de surface, des 
gaz produits par Tunilé de poids de la substance explosive, 
ramenés à occuper Tunité de volume à la température de la 
combustion. 

Le coefficient a varie de 886 à 1678. 

Le coefficient p, de 0,976 à 3,592. 

L*ouvrage de MM. Upmann et Meyer renferme aussi Tétude 
des autres corps explosifs, tels que le pyroxy le (coton-poudre), 
la nitroglycérine et la dynamite, les fulminates et picrates, etc. 

On peut consulter sur le même sujet Touvrage suivant de 
M. Berihelot : Sur la force des matières explosives d'après la 
ihermochimie (^ édition, 1883; Paris, Gauthier- Yillars). 
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247. L*électricité se manifeste à nous par deux ordres dis- 
tincts de phénomènes. 

Elle peut être en repos à la surface des corps, où elle 
s'amasse en quantité variable d'un point à l'autre, et d'où 
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elle s'6cha))|>c parfuîs sous forme d'élincelle. L'é)(^ricilé al 
alors il IV/a/ tttatùjue. 

Elle peut aussi t^lrc à Vétat dynamique, cl parcourir te â^ 
cuit forme' pnr un fil conducteur, en constiluanl ce qii'oa 
noiiimc un rnurani électrique. C't'sl sous cette demièr»" forme 
({u'aujnuril'liui rélcclricité est le plus i«ou\onl utilisée. 

'248. Les (-ourai)ls cleclriqucs sont oriliiiaircim^at produits 
par les réactions rhïmiques qui s'opèrent ilans une ptU. i"'«* 
ii-diro dans un ensemble d'élt^metits seniblabloâ réunis Dni^tw- 
diquenienl. 11 y u un tn'ts grand nombre d<; types de pila 
électriques': nous n'avons pas à les décrire ici. Il DMisid&i 
de donner une description sommaire d'un des lTp«s les plt 
simples. l,'i>lAiiifnt de pile de Dnniell consiste en un wse p»* 
lagé en deux cnmparlîmenls par un diaphrngmc puttii < 
porcelaine dégourdie; on verse de l'acide sulfuriipic dans l'i 
de ces coniiiartimenls, du sulfate de cuivm dans l'autre, ruil 
on plon^'c dans le premier compartiment une lame de uic 
qui forme Yéleetrnde négative, dans le second une inacit 
cuivre, qui devient IV/cc/roifc positivf. Ilaris ces cooditiamli 
courant êleclriquc se produit dés qu'on réunit par unlilt»»- 
ductcur les deux électrodes cuître et zinc. Le jîne ilq"!) 
l'hydrogène rontenu dans l'acide sulfurique {HSO'i, cl fc» 
du sulfate de zinc. L'hydrogène mis en libcrlé agit, en inie- 
sanl la cloison poreuse, sur le sulfate de cuivre, qui «I 
décomposé; l'hydrogène se substitue au cuivre, et le cuiin 
est transporté à réleclrode positive. Le diaphragme a pouf olii'' 
de prévenir le mélange des dissolutions en présence et d'is"- 
rer un sens précis à l'échange qui se fait entre leurs élérofflls 
En somme, la lame de zinc se dissout au pôle- négatif, ti^ 
cuivre se dépose au pôle positif. Le courant est censé s'opf« 
dans le sens de ces combinaisons, c'est-à-dire de l'électrodi 
négative à l'électrode positive dans la pile, et par suile * 
pAlc positif au pôle négatif dans le fil qui les réunit. 

ire de la pile Uti»* 
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Lorsqu'on place divers cléments de pile les uns à la suite 
des autres, en unissant les pôles de noms contraires^ le pôle 
positif de la pile n"" k étant réuni par un fil conducteur au 
pôle négatif de la pile n"" k + 1, on constitue une pile unique, 
et Ton dit que les éléments sont réunis en tension. 

Si» au contraire, on réunit ensemble par un fil conducteur 
tous les pôles positifs des éléments juxtaposés, et par un 
autre fil tous les pôles négatifs, on dit que les éléments sont 
réunis en batterie. L'intensité du courant produit dans le cir- 
cuit n'est pas la même suivant que les éléments sont montés 
en tension ou en batterie. 

249. Il y a lieu de considérer dans un courant électrique 
plusieurs quantités susceptibles de mesure ; les principales 
sont la force électromotrice qui le produit, la résistance qu'il 
a à vaincre, et Vintensité qu'il possède. 

La force électromotrice réside dans la pile qui produit le 
courant ; elle est proportionnelle au nombre d'éléments, sup- 
posés tous égaux entre eux, qui s'y trouvent réunis. On con- 
vient ordinairement de ramener à un élément Daniell bien 
défini tous les autres éléments de pile, sous une condition 
d'équivalence que nous supposerons toujours remplie. 

La résistance que rencontre un courant électrique comprend 
deux parties distinctes, dont Tune est la résistance propre des 
éléments de la pile, et Tautre la résistance du circuit. La pre- 
mière partie est proportionnelle au nombre des éléments 
égaux qui sont réunis dans la pile ; la seconde est propor- 
tionnelle à la longueur du fil dont le circuit est composé, et 
en raison inverse de sa section. On mesure les résistances en 
ramenant le fil du circuit et les éléments de la pile aux lon- 
gueurs équivalentes d'un fil, ou de tout autre corps conduc- 
teur, de nature et de section définies, que l'on prend pour 
étalon. 

Vintensité du courant est, à proprement parler, le débit 
électrique qui s'y opère par unité de temps, ou la quantité 
(V électricité qui s'écoule par seconde en un point quelconque 
du circuit. Assimilons, pour fixer les idées, le courant élec- 



Irique 6 un courant liquide, qui irait du pâle positif au pAle: 
nëgalif en suivant le fîl. De même que le débit d'un Ciiaal est 
le môme dans toutes les sections quand le canal ne reçoit 
aucuu afnuent. ni ne subît aucune déri\ation, la quantité 
d't'lectricilé qui traverse une section fransvci-sale quelconque 
pendant l'unïté de temps est constante en tous les points ia 
parcours. 

^hO. On conçoit que l'intensité du courant soit proporlioiw 
nellc à la somme des forces èlectromotrices qui le produiscii), 
et inversement proportionnelle à la somme des résistances 
qu'il a à surmonler. C'est en cela que consiste la loi d'Ohm, 
qui se résume dans l't^quation 



où E représente la somme des forces électromolrices, H la 
somme des résistances du circuit et de la pile, et ï l'intensil^ 
du courant. 

t>ttc équation, mise sous la l'orme E^RI, a avec la for- 
mule fondamentale de la dynamique, F = m;', 'une analogie 
qu'il est bon de faire ressortir. L'équation l'' = in/eiprimeqiie 
la /brt-e F communique à un point matériel de intutse m ane ac- 
célération déterminé(?y. La masse m est là une sorte de coef- 
ficient de résistance au mouvement, qui appartient au point, 
et l'accéliïration _;■ est l'effet cinématique que la force produit 
sur ce point. De mCme la force l'ieclroniolriçe produite par U 
pile détermine un courant dans un circuit qui lui oppose une 
certaine résistance; l'effet produit se mesure par l'inlensit^l 
de ce courant. La résistance appartient au circuit, comme 
la masse au point mobile. L'intensité du courant produit est 
le débit électrique par unité de temps, comme l'accélinitiofl 
j est l'accroissement géométrique de la vitesse, rapporté i 
l'unité de temps, qui est dû à l'action de ta force F sur 11 
masse m, 

251. Nous verrons plus loin la définition des unités qui 
servent à la mesure de ces quantités E, R, 1. 
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Fiions sans plus tarder l'homogénéité de ces quantités, qui 
se rencontrent à chaque instant dans la théorie électrodyna- 
mique. 

L'intensité I représente une quantité d'électricité rapportée 
à l'unité de temps. 

La résistance R d'un circuit homogène est proportionnent* 
à.sa longueur L, et inversement proportionnelle à sa section O. 
Elle s'exprime par l'équation 

X étant un coefficient constant qui dépend de la nature du 
circuit. 

L'équation E = RI exprime ensuite la force électromotricc 
au moyen de R et I. 

A vrai dire, il n'y a qu'une nouvelle classe de quantités sui 
generis à considérer dans cette théorie : ce sont les quantités 
d'électricité, analogues aux quantités de chaleur de la thermo- 
dynamique. L'intensité I d'un courant est déjà une quantité 
complexe, puisque c'est la quantité qui s'écoule dans l'unité 
de temps par une section quelconque du fil conducteur. 
Si l'on appelle Q la quantité d'électricilé qui s'écoule pendant 
un temps T, l'intensité I correspondante s'exprimera par hi 
formule 

T 

OU plus généralement par la formule 



(1) I--=«tV' 







si l'on veut choisir ïunité d'intensité^ comme on a choisi 
arbitrairement l'unité de quantité qui sert à mesurer Q. 

Deux quantités d'électricité Q et Q^, situées à la distance r 
Tune de l'autre, agissent l'une sur l'autre en développant une 
force F, attractive ou répulsive suivant les signes des électri- 
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diés « Fésenee, tA dont k gfiBiew 



Le oodBdait eonaifiit f est mis là pour lei^hre la temik 
homogène. Il dépend du dioix de roàilè ^ quantité d*élecfri- 
dtë, et r^réeente la forme attradive en r^al8i?eqm itedie 
de raetkm de dem quantités éiedriqnes, ^^ales chacnae à 
l'onité, âtoées i rnnilé de distance. 

Drax éléments dt et df' de courants âectHqnes, d*intennl6I 
etr, situés à la distance r, exenmt Tun sur raulre une ac- 
tion, attractive ou répulsive, dont la grandeur eslL exprimée 
par la formule d^ Ampère^ qu*on peut réduire à l'ei^iession 



p, r=.ir*i'«.,. 



;Sa||s cette équation, cos f lient lieu d*une fonction d'angles, 
C^ësi;-44ire d'un coefficient numérique qui dépend de rorien* 

tation relative des deux éléments, mais qui ne change pas 
rtiomogënéité de la formule. Le coefiicient K est une constante 
dont la détermination dépend du choix de Tunité qu'on a 
adoptée pour mesurer les intensités I et Y. 

Les facteurs ^ et cos 9 sont des nombres; on voit donc 

que F' est homogène au produit KIT, c'est-à-dire au produit 

00' Q 0' 

Kxa* -=q-> en remplaçant I et V par a -^ et à a y* Rappro- 
chant ce résultat de Téquation (2), on voit que les deux 
produits 



représentenl à la fois des forces. 
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Il en résulte que leur rapport 

f r| 

est un nombre, indépendant du choix des unités qui servent 
à évaluer les quantités r, T, Q, Q'.... Orq, est une longueur 
rapportée à un temps, et représente une vitesse linéaire ; le 

produit de -^-^ par f-j devant donner un nombre, il faut 

r 
que |T^ soit homogène au carré d'une vitesse linéaire, et par 

suite les coefficients a, K et /* des formules (1), (2) et (3) soni 
tels, que le produit 



2 

a 




est une vitesse parfaitement déterminée ; on l'a trouvée sensi- 
blement égale à la vitesse de la lumière dans le vide, 300000 
kilomètres environ par seconde. Ce rapprochement inattendu, 
observé pour la première fois par M. Clerk Maxwell, fait 
prévoir qu'il existe un lien entre des théories en apparence 
distinctes, d'un côté l'optique, de l'autre les théories du ma- 
gnétisme et de l'électricité. 

252. Quand un courant électrique passe dans un iil con- 
ducteur, il y produit une certaine quantité de chaleur, qui se 
traduit par une élévation delà température du fil. La quantité 
de chaleur produite est d'autant plus grande que la résistance 
R du fil est plus grande, et que le courant possède une plus 
grande intensité I. Lorsqu'on fait passer un courant très in- 
tense dans un fil métallique fin, qui offre une très grande 
résistance parce que sa section est petite, le fil s*échauffe, 
rougit et peut même être brûlé : alors le courant cesse, par 
suite de l'interruption de la continuité du circuit. L'identité 
que l'on admet aujourd'hui entre la chaleur et le travail mé- 
canique conduit à reconnaître dans les courants électriques 
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une source àa travail, puisqu'ils produisent àe la cliulpur. I 
/i(i de Joule élablil la propnrlionnalilé entre la <|uanlité de 
travail ou de clialcur pruduîle par unité do temps et h gtro- 
duit El de l'intensité du courant par la force électromolrice. 
Si l'on app<!llc T le travail développé ilan» l'unité de temps 
par un courant d'intensité 1, produit par une force électni- 
motrice E dans un ciiT.uit de résisfunct* totalf^ R, on aura, 
moyennant qu'un fasse choix d'une unité convenable pour 
évaluer le travail T, la série d'i^galilés 

'25!ï. L'analogie du cuiirant électrique avec un coonnl 
liquide a conduit à admellrc dans l'ôlectririté une nouielle 
quantité, ii Imiuelle on donne le nom de potentiel, et qui joat 
dans la théorie ék'ctriquc le réie de la attc de nirrau dans le 
mouvement et réquilibre des liquides, nu de la lempéntinrr 
dans la théono de la ctialeui*. l)e même que l'i^u d'un rcar- 
voir élevé s'écoule? par un lujau dans un réservoir plus bis. 
en produisant un travail mécanique proportionnel k lu liaulear 
de la cliute ; de même que la chaleur, en passant d'un coi^ 
rliaud à un corps IVoid dans les machines thermiques, pro- 
duit un travail proportionnel ii la chute ilo chaleur qui ai-k 
entre ces deux corps : de môme l'électricité qui s'écoute diik 
un circuit d'un piMe à l'autre de la pile, en vertu de la dif- 
férence de potentiel entre les deui pùlcs, produit un trauil 
mécanique proportionnel à celle dilTérencc. Ce sont les dif- 
férences de potentiel entre deux points d'un même circuit, 
ou entre un point du circuit et un corps étranger, qui dèlet- 
minent l'écoulement de l'étectiicité le long du circuit dii' 
un sens déterminé, ou en dehors du circuit pour foudrow 
un corps placé dans le voisinage. Cette tendance de I clecln- 
citë à couler, à s'échapper au dehors, à la façon de l'etu 
qui coule dans un tuyau et tend en même temps à fuir pit 
les joints, a reçu le nom de tension électrique. 

La tension de l'électricité statique est l'efTorl que fait t'èln* 
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trîcité répandue à la surface d'un corps pour se répandre au 
dehors ; cet effort doit être contre-balancé par un effort égal 
et contraire, sans quoi Técoulement électrique aurait effecti- 
vement lieu. Dans un courant électrique, la tension est de 
même lefTort que fait Télectricité en mouvement pour s'échap- 
per du ûl qui la dirige, pour se répandre au dehors, pour 
alimenter d'aulres circuits en créant des dérivations du courant 
principal. C'est aussi par le jeu des tensions électriques que 
le courant nait et se propage. La pile produit une différence 
de tensions électriques entre ses deux pôles : de là l'écoule- 
ment qui se manifeste dans le circuit. On voit par ces consi- 
dérations l'identité de la tension avec le potentiel électrique. 
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254. Toutes les quantités ci-dessus définies, résistance, 
force électromotrice, intensité, sont susceptibles de mesure, 
moyennant la définition des diverses unités auxquelles on 
doit les rapporter. Sans nous arrêter aux diverses recherches 
théoriques faites sur ce sujet' pour rattacher les unités élec- 
triques au système des unités fondamentales de la mécani- 
que ^ dit système C. G. S., nous définirons comme il suit les 
diverses unités pratiques qui ont été adoptées en 1881 par 
le Congrès des électriciens. 

L'unité de résistance est appelée Ohm ; c'est la résistance 
que possède une colonne de mercure de 1 millimètre carré 
de section, et ayant, à la température O*" centigrade, une lon- 
gueur déterminée, d'environ 1"*,0633, d'après les expériences 
de MM. Mascart, F. de Nerville et R. Benoisl^ Cette définition 
diffère très peu de celle de V Étalon Siemens j usité en Alle- 



i. On les trouvera résumées dans une conférence faite à la Société tTencovra- 
gement pour Viitduêtrie nationale^ le 4 mars i88t!, par M. Maurice Lé?y. Voir 
aussi Y kleclricien du 15 mars 1883, article de M. Hospitalier. 

2. Tome III, ^ 1)57, note de la page 602. 

3. Comptes rendus de t Académie des sciences du 28 avril 1884. 



M^B, il ^ RfrtMriB k 

bv. b fdila nritfMB fa*M Ait lÉkv i ia hralav a raw 
jjBtfci— wi rOfc»Mnjilll«u<h»MiMiifcn<iiM^ifalM 

jWgnMJaaMfapfaipJlriuf Witiliywitpapfort^ 

L>MÎH JTilMiilU wf h iMf liiy hii. Pour h Jtfig, 
a faat ■> repwter à hliii JeJantoyMaaus avons rappeUJ 
iBot à rh— e. Bb CDMiK fiilnnailé I, ^ui passe ilans u^ 
dicait yrtocatml mw rémlauta B, pile comprise, produit 
ptr oûlèdo temp* u triwU 1 pwpartimmel à RI*. Supp»- 
MM h Jéaatance 4gile à Faidà. Llotcnsilé 1 du couranl 
ana aassi igde 1 l'Hinli, ai le travail T est égal à l'unilè dfa 
I ^ 

trarail, qne l'oo fwaid ^gale i - kilogrammètre. Od peona 

dire parconaèquoit : tàaifèn eatthiemaUé du cou r mdfm 

produit par unùé de temp» un IrmmU éjof à ~ kilogramimilre, 

datu u» dremU dmU ImTéÊMmcÊ toUlê eat mm 0km. 

L'onilé de forte életAionoIrice est la VoU. La loi à'Qbm 
nlladie cette Dnité im préoédentee, en montfant qne le VeB 

est la force éleclroinolrice nécessaire pour produire un coti- 
rant ayant pour intensité un Ampère dans un circuit ayant 
pour résistance un Ohm. 

On a donné le nom de Coulomb à l'unité de quantité élec- 
trique; c'est la quantité d'électricUé qui l'écmUe en une 
seconde dans un courant qui a pour intensité un Ampère. 
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255. Les lois des actions mutuelles des courants électriques 

1. U commisaion des électriciens iTail proposé I', 00. SI. J.-D. Biille a trouii 
l-.lfôaa. Voir son Étude de la méthode de ramortitiemetU det aimmU* pctr U 
détermination de l'Ohm, dans les Annales tflégnphique», mai-juin 1883 d 
mars-avril tSSt. 
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ont été découverles par Ampère. On peut les résumer dans la 
formule 

„ lï fis fit' 



OÙ ds est la longueur d'un élément de courant d'intensité I, 
ds' la longueur d'un second élément d'intensité T, r la distance 
de ces deux éléments et 9 l'angle qu'ils font entre eux, en les 
prenant chacun suivant la direction propre du courant qui le 
parcourt. F est l'action mutuelle des deux éléments, attractive 
si elle positive, répulsive si elle est négative, nulle si l'angle 
9 est droit ou si les deux éléments sont rectangulaires ; elle 
est positive ou négative suivant que 9 est aigu ou obtus. 

La formule doit être complétée par l'adjonction d'un coef- 
ficient K si l'on veut rapporter la force F à l'unilé ordinaire 
des forces. 

Cette expression n'est pas celle qu'Ampère a établie, et qui 
a la forme plus compliquée 



F = 



5 — ( cos ô siD a sin a — 5 cos a cos a 1 9 



a et a' sont les angles que font les deux éléments ds et ds' 
avec la droite qui les réunit, et l'angle dièdre formé par les 
plans conduits suivant cette droite de jonction et les deux 
éléments. Les deux formules ne sont pas identiques élément 
à élément; mais les résultats des intégrations étendues à deux 
circuits fermés quelconques sont les mêmes , qu'on emploie 
l'une ou l'autre. 

256. On appelle solénoïde une forme particulière de cir- 
cuit, réductible par la pensée à un certain nombre de circon- 
férences égales, empilées jointivement, et parcourues à la 
fois par un même courant électrique. En pratique, le solénoïde 
s'obtient en enroulant autour d'un cylindre droit à base circu- 
laire un fil conducteur garni d'une enveloppe isolante, de 
manière à y dessiner les spires d'une hélice de faible pas. Le 
prolongement du fil est ensuite replié le long d'une génératrice 



(lu cylinilie. pour délruiie les effets d'altraclion ou de ^t.'pu^ 
sion dus à l'obliquilc des spires par i-apporl aux c«rcles de 
section droite, que la définition du solénoïdc suppose dessi- 
nés par les anneaux du circuit. Un _tel systi^mc, parcouru 
par un courant, se comporte à la façon d'un barreau aimante. 
Il a deux pôles h ses deux extrémités. Le pùle boréal est situé 
à l'eslrémilé où l'on verrait le courant marcher dans le sens 
des aiguilles d'une montre; le;»'/c austral à l'extrémité oppo- 
sée. Deux solcnoides mis en présence s'altirent, comme deux 
aimants, par les prtlcs de noms contiaires, cl se repoussent 
par les pôles de même nom. Chacun d'eux est soumî<« à une 
action directrice de la part du globe leiTcsIrc, comme l'ai- 
guille aimantée. 

257. On peut reconnaître qu'un courant suit un fil con- 
ducteur, en observant I.i déviation que ce courant produit 
sur une aiguille aimantée placée à proximité de son parcours. 
Si l'on imagine qu'un observateur soit couché le long du 
lil, de manière que le sens du courant soil celui des pieds à 
la télc, cet observateur, faisant face à l'aiguille aimanlt%. 
verra le pi>lc hoiéal de l'aiguille se porter vers la droite, le 
jiCile auslral vers la gauche. L'aiguille, primitivement dirigée 
(lu sud au nord, a son pâle nustial tourné vci's le nord, et 
son pi'ile boréal vers le sud. Si le courant parcourt le lil. 
situé au-dessous de l'aiguille, dans le sens sud-nord, le pôle 
austral se jettera à gauche de l'observateur, c'esl-â-dirc que 
la déviation de la pointe bleue aura lieu vers l'csl. Elle 
aurait lieu vers l'ouest si le courant, marchant dans le 
même sens, passait au-dessus de l'aiguille au Heu de passer 
au-dessous. 

Les mêmes phénomènes s'observent relativement aux 
actions mutuelles des courants rectilignes et des solénoidcs. 
Quand l'axe du solénoîde est parallèle au circuit rcclitigne, 
le passage du courant à travers tout le circuit tend à amener 
l'axe du solénoîde en croix sur la direction du fil droit. 
L'aiguille aimantée fournit le moyen, non seulement ie 
constater la présence d'un courant dans un lîl conducteur, 
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mais encore de mesurer son intensité, en comparant les 
angles de déviation produits par divers courants sur une 
môme aiguille. La déviation produite peut être augmentée par 
l'enroulement d'un certain nombre de spii-es du fil conduc- 
teur autour de Taiguille, de manière à lui former une sorte 
de cadre vertical. Tel est le principe du galvanomètre multi- 
plicateur. 



I.NDUCTIO.N 

î258. Longtemps on n'a eu que la pile pour produire Pé- 
lectricité dynamique. La découverte de Vinduction par Fara- 
day, en 1831, a ouvert de nouveaux horizons à l'emploi de 
l'électricité et des machines électriques. Le principe de l'in- 
duction peut être formulé comme il suit, conformément à la 
loi de Lenz : 

Toutes les fois qu'un courant se meut par rapport à un 
autre courant ou à un aimant^ il se développe une résistance 
mécanique analogue à un frein, et qui agit pour empêcher 
ou pour retarder le mouvement du courant inobile. 

Supposons qu'on déplace un circuit A parcouru par un 
courant, en présence d'un autre circuit 6, indépendant du 
premier, et dans lequel nous supposerons qu'il n'y ait aucun 
courant. Si l'on rapproche le circuit A du circuit B, il se 
produira dans 6 un courant inverse du courant de A, de telle 
sorte que le rapprochement opéré fasse naître une répulsion 
entre les deux circuits. Si, au contraire, on éloigne A de B, 
on constatera qu'il se produit en B un courant direct^ c'est- 
à-dire de même sens que le courant A, de telle sorte que Vé- 
loignement produise une attraction. Dans les deux cas, 
l'effort développé tend à la conservation des situations 
relatives. 

On observe les mêmes effets en faisant mouvoir le circuit 
B en présence du circuit A restant fixe, et plus généralement 
en faisant mouvoir à la fois les circuits A et B. 



Des phénomènes analogues se manireslenl lorsque, au Bea'* 

de rapprocher an courant «l'intensité constante, on fait passer 

dins le circuit mobile A un courant initial. Ce courant, au 

Bomenl où il se produil, peut être assimilé à un courant 

ï constant (|ui se rapprocherait subitement du circuit B. Aussi 

f oonsla(c-l-on dsiis le circuit B un courant inverse qui ne duro 

I qu'un iii^ljiil. 1 1 '|;i ■ ■ >^<' si le courant persiste dans A sans 

Tariali'ii: '' lit on interrompt le courant A, cela 

rerieiU à élcngner snbilemcaDt ce coarant Ae B, et 3 ae prodrit 

dms B on coarant insltotané dûcect. Il «m est mcon 4e 

■Éme lorsque le courant A change d'intensité : t» eeiu^aal 

imimit fin m produit imu B e^l tel, qu'il scmbtr a'nppogrr ou 

wumeemtattt rMtm/kUftdM fil inducteur A. On a rallaclic 

eea idiénomènes an priiieipe général de la fonservalion de 

témergieK 

S59. L'inducfion fooratt na nouveau moyen de produire 
l'âeetricité, et pnisqne les aimants se comportent comme des 
aolènoldes, c'est-fc-dire comne des courants électriques, on 
pent, par nne di^toûtioa convenable des circuits mobiles, 
arrÎTerà produire descoaranis sans pite, par le simple effet 
des monTemrats relatifs r grande découverte, qui est le gcrror 
d'une transformation radicale des moteurs électriques. La 
machine de Froment, décrite au g 215, donne une idée des 
anciens moteurs. Elle comprenait comme partie mobile un 
électro-aimant, c'est-à-dire un ensemble de barreaux en fer 
douz entourés d'une bobine. Les courants, lancés dans la 
bobine par une pite, puis interrompus alternativement, pro- 
duisaient l'aimantation et la désaimantation successives du fer 
doux, cl par suite l'attraction et la répulsion alternatives de 
l'éleclro-aimanl mobile de la part d'un électro-aimant û\e. 
L'électricité produisait ainsi le travail moteur de la machine. 
Mais te fer doux ne s'aimanle pas et ne perd pas son aimanta- 
tion instantanément. Ces changements continuels de son état 

1. Par ce mol un peu vague, qui est t h mode aujourd'hui, ooeotend le (ra- 
mil m/cmtique. ou ses équivalents habituels de farce tire, de puissance dw- 
Irice, de chaleur, eic. 
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magnétique représentent un travail perdu pour la puissance 
du moteur. On s*est heurté à cette difficulté tant qu'on a 
cherché à utiliser la force attractive des électro-aimants. 
Signalons toutefois dans cet ordre d'idées Tessai fait à Péters- 
bourg, en 18i0, par Jacobi, d'une petite chaloupe dont le 
moteur était fourni par une pile de Grove de 128 éléments. Le 
travail produit, employé à la propulsion de la chaloupe, ne 
s'élevait pas à plus de 3/4 de cheval. 
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260. V appareil deiîim a été un premier perfectionnement 
de ces machines mises en mouvement par la pile. Il comprend 
un aimant permanent, qui demeure immobile, et entre les 
pôles duquel on dispose une bobine de fil conducteur enroulé 
autour d'un fer doux. Un commutateur fait communiquer le 
fil de la bobine avec un circuit dans lequel est comprise une 
pile électrique. La bobine et le fer doux qui lui sert de 
noyau sont mobiles autour d'un axe parallèle aux branches 
de l'aimant. Si Ton fait passer le courant dans la bobine, elle 
subit l'attraction et la répulsion des pôles de l'aimant fixe, 
qui déterminent et entretiennent son mouvement continu. 

L'appareil Ricci, développé et transformé, est devenu, il y a 
quelques années, le moteur Marcel Deprez. Le principal per- 
fectionnement réalisé par M. Deprez consiste dans l'allonge- 
ment de la bobine de Ricci. Le magnétisme d'un aimant en fer 
à cheval n'est pas, comme on le croit communément, concen- 
tré uniquement vers les pùles. Il est réparti au contraire dans 
toute la longueur du barreau. M. Deprez, en plaçant entre les 
branches du fer à cheval une longue bobine Siemens^ recueille 
tout le travail que peut fournir le magnétisme de l'aimant 
fixe. L'appareil adopté par lui, et essayé à l'Exposition de 
Paris en 1881, comprenait un aimant à 8 lames, pesant 
1700 grammes, et une bobine Siemens de 300 grammes. Le 
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mouvement était entretenu au moyen d'une pile contenant 
ff éléments de Ilunsen. U travail recueilli, mesuré au frein 

funiculaire de M. Carpentier, s'élevait à ^ de kilogrammètre 

par seconde, soit -;- de cheval-vapeur. C'est un moteur de 
petit atelier. L'appareil est du reste r''vergibte et, si l'on fait 



tourner la bobine entre les branches de l'aimant, un courant 
se produit dans le circuit iiuqucl elle apiiartîent. 

261. l'our nous rendre compte sommairement de ce qai 
se pusse dans un cjrcuii enroulé en bobine, qu'on fait tourner 
entre les pûles d'un aimant, représentons en AA' et BB' les 
deux pûles, l'un positif, l'autre négatif, d'un aimant fixf. 
Entre ces deux paies pla^:ous un circuit formé d'un certain 
nombre de contours rectangulaires, tels que mnpq, tous 
égaux, cl montés tous sur un même axe 00' qui joint les mî- 
lieuï de teui's petits côtés. On fait tourner le système de ces 
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rectangles autour de 00' dans le sens des flèches F. Nous ne 
représentons sur la figure qu'un seul rectangle pour la clailé 
du dessin. 

Le passage du rectangle mnpq dans le champ magnétique 
du pôle AA' fait naître dans le 
circuit un courant d'induction , 
et à un instant donné on con- 
state dans le côté mn un courant 
d'une certaine intensité, dirigé 
suivant la flèche f par exem- 
ple. Au même instant le côté ^^ 
opposé pq est le siège d'un 
courant d'induction de la même 
intensité, dirigé dans le sens 
•-►/'. Ce côté se trouve en effet, relativement au pôle BB', dans 
la même situation que le côté mn par rapport au pôle con- 
traire AA'. Mais ces deux courants, de sens opposés dans 
deux côtés opposés du rectangle, reviennent à un seul et 
même courant qui suivrait tout le périmètre mnpq de la figure. 
Le mouvement de la bobine dans le champ magnétique des 
deux pôles fait ainsi naître des courants d'induction dans 
chaque circuit rectangulaire dont elle est formée, et il n'y a 
plus qu'à les recueillir pour les lancer dans le circuit généi^l. 
L'induction est maximum quand le rectangle traverse le plan 
mené par l'axe 00' et les deux pôles ; elle est nulle et change 
de sens quand le rectangle traverse le plan perpendiculaire 
au plan du maximum; on appelle plan de commutation le 
plan où les courants changent ainsi de signe en passant par 
zéro. 

Le phénomène se complique lorsque le fil conducteur esl 
enroulé autour d'un noyau on fer doux, plein ou creux, qui 
devient aussi le siège de courants induits, lesquels contri- 
buent à leur tour à développer de nouveaux courants dans les 
bobines qui les entourent. Souvent le fil est enroulé autour 
d'un cylindre creux, à l'extérieur et à l'intérieur duquel il 
dessine des génératrices rectilignes, distribuées en paquets 
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égaux séparés par des iatprvallcs libres. On a remarqué r|ue 
la présence de cette paroi en fer doiii, qui sépare les briitj 
intérieurs des brins eitériours, rend l'iaductioii plus rorl{'<^^l 
donae lieu à des courants plus énergiques. Le fer doux se 
comporte là à la façon d'un écran qui empêcherait le rajon- 
nemenl du magnétisme de l'aimant : il omj>écherinducli(»ii 
de s'étendre jusqu'aux brins intérieurs du lil, sur lestjiid'- 
elle produirait des couranis inverses. En outre, l'anneau e^l 
à iliaque instant parcouru par des couranis induits, qui se 
déplacent dans rinlérieur de sa masse à mesure qu'il tounie, 
et qui peuvent contribuer pour une certaine part b produire 
dans le iil de noiiveaus courants, lesquels s'ajoutent ou se 
ivtranclienl, suivant leur sens, au courant principal que Tio- 
duclion y produit direclcment. 

262. Les divers tyjies de niacliincs magnHo-électriques ou 
riynamo-éleciriques dérivent de ces premiers aperçus. Tanlt')l 1'' 
fil conducteur est enroulé autour d'un anneau plat, que l'on 
fait tourner autour de son axe entre les pôles d'un aimant ou 
d'un électi'o-aimanl ; dans cc dernier cas, le Cer doui de 
l'élecEro-aimant est entouré d'un circuit en bobine, dans 
lequel on fait pnsser le courant. TantAt le lil conducteur est 
enroulé autour d'un noyau muni de prolongements divergents 
suivant les rayons d'un cercle. On peut imiiginer d'autres 
dispositions. Dans tous les cas le courant électrique produit 
par l'induction est recueilli au centre de la partie niubiK 
d'où il s'écoule dans le circuit extérieur au moyen de dcm 
balais ou frolteurs métalliques convenablement placés. Duus 
un tel système, l'anneau mobile est partagé à chaque instant 
par un plan diamétral en deux moitiés, dans chacune des- 
quelles les circuits partiels, enroulés en hélices joiiilivcs, moI 
parcourus par des courants égaux et de sens contraires; le 
sens du courant change dans un plan de commutation, où k» 
actions induclivcss'éiiuilibrenl. On réunit ces circuits par- 
tiels en tension, en joignant le 111 de sortie du premier a» fil 
d'entrée du second, le fil de sortie du second au lil d'entré* 
du troisième, etc., et l'on constitue ainsi, pour ainsi iliiv^ 
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deux piles distinctes, séparées parle plan de commutation et 
réunies par leurs pôles de même nom. Il suffit de mettre les 
pôles de ces deux piles en communication avec le circuit exté- 
rieur, pour recueillir les courants électriques produits dans 
chaque moitié de Tanneau. 

Le plan de commutation, dont la situation varie d'une ma- 
chine à l'autre suivant la manière dont elle est construite, 
ne resie pas fixe lorsque la machine est en mouvement. Il est 
déplacé par le mouvement de Tanneau mobile, dans le sens 
du mouvement pour les machines génératrices y c'est-à-dire 
celles où le mouvement de Tanneau produit de Télectricité, 
et en sens contraire du mouvement pour les machines récep- 
trices, dans lesquelles le courant électrique produit le mou- 
vement de Tanneau. On conçoit par conséquent que, suivant 
Tallure de la machine, il couvrent de modifier la position des 
balais qui livrent passage aux courants à recueillir. 
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263. L'invention des machines qui produisent rélectricilé 
à Faide du mouvement remonte à Tannée 1832, et à la ma- 
chine de Pixii, dans laquelle Taimant inducteur était mobile 
devant un électro-aimant fixe. Dans la machine de Clarke, qui 
vient ensuite, Taimant inducteur est ramené au repos, tandis 
que la partie mobile comprend les bobines induites. Ces deux 
machines sont les premiers types des appareils dits magnéto- 
électriquesy où Ton emploie un aimant naturel pour la produc- 
tion du courant. 

Les machines dynamo-électriques ne font pas usage d'aimant 
permanent. Après les premiers essais de Wheatstone, de 
Siemens et Ilalske, de Wilde, ces machines ont pris un vrai 
caractère industriel dans la machine Gramme, qui date de 
1872. Ici Taimant naturel a disparu et est remplacé par un 
électro-aimant, c'est-à-dire par un assemblage de barreaux 




mouvement. Quanti l'anneau est au repos, cl que le couraiil 
cesse, il reste dans le fer doux des éleclro-aimanta une Incv 
d'aimantation, connue sous le nom de magnélUme rémanenl. 
qui sutifil à provoquer la production des courants d'inductimi 
dès que le mouvement de l'anneau reprend. Ces coui-anls di^- 
veloppent l'aimantation, qui à son tour réagit, par l'intensité 
croissante de l'induction produite, sur le couraut lui-iut>ine. 
La machine n'e^rcile ainsi graduellement, jusqu'à une cerUiu» 




TRANSMISSION DU THAVAIL A DISTANCE. 4iO 

limilc, qui correspond ù la saturation du champ magnétique, 
et à la vitesse de régime de la partie mobile. Les vitesses do 
1000, de 1500, de 2000 tours à la minute sont parfois réa- 
lisées pour les anneaux de la machine Gramme. 

264. L'élude expérimentale de la machine Gramme a 
montré que l'appareil est réversible; on y développe un cou- 
rant électrique en communiquant à l'anneau une grande vi- 
tesse de rotation, et inversement on produit le mouvement 
de rotation de l'anneau en faisant passer un courant dans les 
bobines qui le composent. De là la distinction, que nous 
avons déjà indiquée plus haut, entre les machines généra- 
trices et les machines réceptrices; elles ne diffèrent pas 
essentiellement les unes des autres, bien qu'elles soient par 
le fait appelées à jouer des rcMes tout à fait distincts. Ix}s gé- 
nératrices s'emploient pour transformer le mouvement en 
électricité; les réceptrices pour opérer la transformation in- 
verse. Dans les deux cas il y a échange entre des quant i!és 
équivalentes de travail, de force vive, de chaleur, etc., et, sui- 
vant le langage du jour, conservation (Vénergie, 
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265. On voit que la machine Gramme, et toutes les ma- 
chines qui en sont dérivées, fournit une solution élégante du 
problème de la transmission du travail à distance. Supposons 
qu'en un point A nous ayons un travail moteur disponible, 
une chute d'eau par exemple. Employons celte puissance mo- 
trice à faire tourner l'anneau induit d'une machine Gramme 
G, qui sera pour nous la machine génératrice. Nous produi- 
rons ainsi un courant électrique dans le circuit mnpq élîibli 
entre les deux bornes de la machine G, et tout se passera dans 
ce circuit comme si nous avions installé une pile électrique 
produisant entre les mêmes points m et q la même différence 
(le pôle ni ici. Qu'en un point U du circuit on interrompe le lil, 

IV. — HLC. CULLiGKO.N. 21) 



et qu'on j îoaère âne «ecoode EaafchiiiB Grtmme G', le eou- 
nuit famen dans rtonesu de cette seconde mtchine, ^ 
devioU lu nfe^rfrîM, ainsi, que dans tout rij^nreil indoe- 
(eur de la partie fixe ; l'anneau se mettra i toorner, nab 
en aeoB cootnire. par rapport au sens du courant, du ohhi- 
vèmait de l'anneau de la gtoéraliiee. On conatalera eoMie 
»tre les bwraes n et p de la madiîne G' une diflSnnce de 
polentid, qui sera une fraction de la diOérence aualt^;» coe- 
at*lie en 6. Le mouTonent de Tanneau de la seconde nadùe 



(> ^ 
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pourra être utilisé au dehors pour efieduer un certain (ra- 
vail, et une partie de la puissance motrice aura &\è ainsi 
transportée par le (il électrique du point A au point B, eu 
franchissant une distance qui peut être très considérable. 

Le courant électrique qui parcourt le circuit mnpq csl 
assimilable à un cours d'eau dont la source serait placée à la 
borne m, qui constitue pour ainsi dire le p61e positif de la 
génératrice G, et l'embouchure à la borne qui forme son pùlc 
négatif 9. Le courant va dans le sens mn et pq, en suivant la 
peiile du lit. Au point B il y a une chute brusque entre les 
deux niveaux netp; on y insère un récepteur pour utiliser 
celte chute. La machine génératrice G, ou la pile qu'on pour- 
rait lui substituer, remonte l'électricité du niveau inférieur q 
au niveau supérieur m, et l'emplit le rôle que la chaleur 
solaire joue à l'égard des cours d'eau, <[uand elle élève, sous 
fonric de nungcs et de vapeurs, les eaux de l'Océan qui assu- 
rent l'alimentation des sources. 

266. Le rendement électrique du système formé par les 

deux macUiiiL's et le cii'cuil qui les réunit, est le rapport — 
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(les deux chutes de potentiel, Tune qui produit le travail de la 
réceptrice, l'autre qui résuKe du travail communiqué à la 
génératrice. L'expérience a montré que ce rapport est, toutes 
choses égales d'ailleurs, à peu près indépendant de la dis- 
tance AB. Le courant électrique qui se développe dépend 
de la force éleclromotrice produite en A et des résistances 
que le courant rencontre sur tout son parcours; parmi ces 
résistances, la principale est la force contre-éleclromotrice 
que produit le mouvement de la réceptrice au point B, et a 
laquelle correspond un courant inverse, qui se retranche du 
courant principal. On admet que les quantités de travail pro* 
duites dans un même temps par les deux machines G et G' 
sont proportionnelles aux vitesses linéaires des deux anneaux 
induits. Si Ton appelle v la vitesse de Tanncau de la géné- 
ratrice, prise à sa circonférence extérieure, et v' la vitesse de 

v' 
l'anneau de la réceptrice, le rapport — mesurera le rende* 

ment élcclrique du système. Or Texpériencc démontre que la 

dilTorence v — v' est sensiblement constante, quelle que soit 

la distance AB. On conclut de ce rapprochement que le ren- 

v' 
dément électrique — est d'autant plus voisin de l'unité que les 

vitesses v et y' sont plus grandes. 

Le rendement mécanique est moindre que le rendement 
électrique; car il s'établit en tenant compte de toutes les 
perles de travail qui ont lieu pour la transmission entre la 
puissance motrice et la machine G, de loules celles qui se 
produisent entre la machine G' et les machines qui lui em- 
pruntent le mouvement, et enfin de toutes les pertes acces- 
soires que le calcul du rendement électrique laisse de côté. 



EXPÉHIKNCKS SUR LA TRANSMISSION DU TRAVAIL A DISTANCE. 

Le premier essai de transmission du travail à grande dis- 
tance par l'électricité remonte à l'année 1882 et a été réalisé 
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par M. Hwnwl Pifm à VofÊtàBmt de Mmiicli. Les deux ma- 
dÉMs C d 6' é ui a rt des nadmies &niiwie ideitfiqiies, du 
Mdefed&l^#fliBiMr;ki«eeplriee6%ii^^ à Mniiieh, 
■rtldl ca M MWi it JWÉl iw» pwape caririfoge destinée > r>lt- 
■MrtstMNi d'ine csacMte. lâ gteéntriee avait éAè instaBée 
à Miesliach^à S7 Ulanèlm de Moaidi. U conmntmcalioa 
eatie les deox anduMS se bisait par on fil tél^^^raphlqoe 
atdîBaire, de 4** l/S de Aamètie, en kat galfaniaè» wnc fi 
pareil pour le retour dn eourant. Le eiremt pr£seateit un dé- 
vdoppraient de 114 kilooaètres» frfTiant au eounnt une rfisb* 
lanee de 950 oluns. Oiaque nadiine représentait en ouUs 
une résistance de 470 dhms, ce qui ftisait monter la ré* 
sisrtan» totale k 1890 ohms, smt 1900 ohms en nombre 
rond. Dans Texpirienoe qui a ra lien en octobre 1888, la 
machioe de Mi^badi a tlè laneée k la tileese de S900 tmm 
par minute; on a ocmstaté pour la machine de Mimicli ooe 
vitesse deiSOO tours, et le travail transmis, mesuré au fireiB, 
sVM âevé à 38 kilogrammètres par seconde, mviroii 1/2 die* 
val-vapeur. Le raiidanent âeclriqueest approiimativement k 

1500 

rapport des vitesses, ^^jjjr= 0,60- On a reconnu que les 

machines ne s'échauffaient pas sensiblement, m£me au bout 
de 2 heures de marche; que les collecteurs des induits pré- 
sentaient des étincelles à peine visibles; qu'enfin la pluie, 
qui est tombée presque continuellement pendant les expé- 
riences, n'a pas influé d'une manière appréciable sur le ren- 
dement*. 

268. L'expérience de Munich fut renouvelée en 1885 à 
Paris, par M. Marcel Deprez, dans les ateliers du chemin de 
fer du Nord. La machine généralrice était reliée à la récep- 
trice, d'un côté par un fil court et de résistance à peu près 
négligeable, de l'autre par un fil télégraphique en fer gaho- 
nisé, de 4 millimètres de diamètre, offrant un développement 
de i7 kilomètres. 

1. Comptt'S lentille tiv l'Académie des sciences du 9 oclobrc 18^2. 
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Lt génératrice et la réceplricc n'élaicnt pas identiques. La 
première appartenait au tifije M. Deprez if 20, la seconde 
était une machine Gramme Iransformée. On trouvera dans les 
Comptes rendus de TAcadémie des sciences du 9 avril 1883 le 
rapport d'une commission de l'Académie sur une série d'expé- 
riences qui avaient eu lieu devant elle le 4 mars précédenl. 
La vilesse communiquée à la génératrice a varié de 580 tours 
à la minute à 1024; la vitesse de la réceptrice, de 104 tours 
à 799. Le maximum du rendement mécanique ne correspond 
pas aux vitesses les plus grandes, mais bien à une vitesse 
d'environ 850 tours pour la génératrice. On l'a évalué à 0,48, 
en faisant abstraction des pertes de travail entre le moteur 
et la génératrice, et à 0,575 en comparant le travail commu- 
niqué à la réceptrice au travail total du moteur. Sur 12 che- 
vaux environ fournis par une machine à vapeur, le travail 
transporté éleclri(juement à la réceptrice, malgré une résis- 
tance de 160 ohms, s'est élevé à 4 chevaux 1/2. C'est un ré- 
sultat pratique qu'il est important de noter. Le rendement 
électrique, mesuré par le rapport des forces électroinotricos 
développées dans les deux machines, croît avec les vitesses 
et ressort au maximum à 0,717. L'observation a montré que 
l'intensité du courant produit, malgré les variations des 
vitesses, reste sensiblement constante. 

269. La môme année 1885, l'expérience du transport de 
l'énergie au moyen de l'électricité a été reprise entre Vizille 
et Grenoble. La dislance des deux points est de 14 kilo- 
mètres. Deux machines, réunies par un double fil en bronze 
silicieux, de 2 millimètres de diamètre, fonctionnaient l'une 
à Vizille comme génératrice, l'autre à Grenoble comme ré- 
ceptrice. Une turbine, alimentée par une chute d'eau, mettait 
la génératrice en mouvement. Les expériences ont eu lieu les 
22, 28 et 29 août et le 1" septembre 1885; on a mesuré 
avec soin le travail communiqué aux machines, le travail 
recueilli et Tintensité des courants produits. Le rendement 
électrique a varié de 52,5 à 70,8, le rendement mécanique 
de 41,1 à 62,5. La moyenne ressort à 65,1 pour le rende- 
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ëketiSf^ae^ h SItS fmt le naèemmA méeamqiie. On a 
qve b «adwnft gèiénrfriee feràtnait sensiblemeiit 
iMt le trsful fn W élût liaiimb par le moteur, tandb 
qve le inmSk ■ricnriqpie prediût pur h féœpttnce ëttii ton- 
jouis nololitemeiit noindie foe le trafoil reçu par la raèoie 
aachiiie. Il est irû que, dns Teipèrienoe de érenobl^ les 
den madrinot n'étneat pas antiques : la gtofanitrioe éiaft 
ne lectn ie Ùeprtst %|»e «f 10, la léeq^rioe ùi^ madum 
Ormmme h^ D tamafomèt. On pense qoe te rendaneal 
aurait éié amâHMé â .les deux maeliiiies afaient été du 
aiéiiietjpe* 

S70. Enfin, aa moment oà noos écrivons, une expérience 
eonçm dans de grandes pn^rtions, (A établie dans des eoa- 
ditkns toot k &it indnstridtes, est en préparatioa i Oeil et 
iPsaris. AGrril, deux marines locomothes, montées eomme 
madiines fiies, fiHuminiit le travail molrar, qpii s*Wvera i 
900 chevaux. Des dynamomèfres et des frdns de Prony don- 
nait la mesure exacte du travail produit La ««H^if^ géné- 
ratrice installée i Oril a des dimenmms et un pmdb be«h 
coup plus forts que k» machines essayées ju^u'id. Ua 
dynamomètre particulier constate et enregistre le travrii 
mécanique reçu par Tanncau mobile. De Creil à Paris cl de 
Paris à Creil, un til spécial, en bronze silicicux, de cinq mil- 
limètres (le diamètre, et offrant un développement total de 
112 kilomètres, porté sur des poteaux spéciaux et rcvèlu 
Bur toute sa longueur d'une enveloppe isolante, également 
imperméable à rélectricité et à l'eau des pluies, conduit 
le courant aux machines réceptrices et le ramène aux géné- 
ratrices en fermant le circuit. Les réceptrices, au nombre 
de deux, installées à Paris, ont la même disposition que la 
génératrice, sauf les dimensions, qui sont un peu moindres. 
Elles sont destinées à opérer divers travaux : 1* produire 
l'éclairage éleclrique de la gare du Nord; 2° donner le mou- 
vement à une série de machines-outils dans les ateliei^ du 
chemin de fer; 3" enfin alimenter le réservoir à accumu- 
ateur du système hydraulique installé à la ^are des mar« 
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chandises. Ces divers travaux réunissent à pen près les con- 
ditions les plus variables du travail industriel, qui exige 
tantùl une dépense continue et constante de puissance mo- 
trice, tantôt une dépense intermittente, procédant par à-coup, 
et comprenant des efforts très énergiques, avec des inter- 
valles de repos irrégulièrement distribués. Cette grande 
expérience, quel qu'en soit le résultat définitif, fournira 
assurément de précieux renseignements, non seulement au 
point de vue spécial du transport électrique de la puissance 
motrice, mais aussi à un point de vue scientifique plus 
général, par l'étude des phénomènes d'une grandeur excep- 
tionnelle qu'elle conduira à observer. 

271. On constate dés à présent, par exemple, que le pas- 
sage du courant à travers une moitié seulement de l'appareil 
inducteur d'une des machines dynamo -électriques y déve- 
loppe un champ magnétique qui s'étend à une grande distance 
des armatures métalliques entrant dans la composition de 
cet appareil. Les objets en fer ou en acier, placés dans ce 
champ magnétique, s'aimantent aussitôt ; on éprouve à les 
mouvoir une résistance analogue 5 celle que présenterait un 
milieu épais et visqueux. Si on les abandonne, et qu'ils ne 
soient pas trop lourds, ils sont projetés violemment contre 
l'armature, où ils adhèrent en donnant par leur orientation une 
idée de la direction des lignes de force. Un ressort d'acier 
introduit dans le champ magnétique s'aimante ; le mouvement 
d'une montre s'arrête aussitôt. 11 est remarquable que l'éten- 
due du champ magnétique soit considérablement restreinte 
quand on entoure de toute part Tappareil inducteur d*une 
chemise en fer doux, qui semble jouer le rôle d'un écran 
pour arrêter la propagation de l'action attractive. 

272. Parmi les nombreuses expériences imaginées par 
M. Marcel Deprez pour montrer tout le parti qu'on peut tirer 
des courants électriques, nous citerons celle qui consiste 5 
faire mouvoir à volonté, dans un cylindre creux placé verti- 
calement, un cylindre plein, en fer, du poids d'environ 
50 kilogrammes, 
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Ucylindrecrcux consUluc un L^ccli-o-ai niant ; il csl entouré 
(1« fils iia-lalliqucs joUilifs, îmIps les uns des »ulre8. el coin- 
muniquant tous à un cuminutaleur Icilenicnl dîspoïû. iju'on 
pcul amener le courant ii la foi» dans un certain nombiv de 
lils consécutifs, à rcsclusion de tous ceux qui sunl au-dessous 
ou au-dr<5U«. Dcc«ltemanici-c un fi-agment seul de la liauleiir 
du cylindre est à un instant particulier le siège de courjiils 
électriques, et l'on peut, en agissant sur le commulsleur, 
faire varier la sitiialion de ce tronçon èlectrîsé. Le noyau 
luoltile en fer doux, attiré par l'airoantalion, suit les d^pL»- 
céments de la région magnétique. 11 monte cl descend sui- 
TCDt que ropénteor tonnw dans on fleos eu dans l'aotra li 
auneUfi da connoDUlMri c'est ud iono-maieur Oeotrigiu'. 
Sopprime-t-oa bnuquemait le eoarant, raimantatioo ceue ri 
le cylûdre mobile retenbe k U liceo d'un isarteaii-pikHii*. 
On le relève ensuite gmdndtement ^r le jeu des ceorult. 
oa modère ou oa acc^ère h ntessc; il fractimuM comne 
un lèritoble ascenseur. 

373. Lorsqu'on fait tourser nindéffient nae inasM iiièlit> 
lique dans un chamii magnétique d'une grande inlenailè, 9 
se produit dans cette masse des courants dont la roule n'csl 
pas encore bien connue, maïs qui tendent à ralentir le mou- 
vement, et auxquels correspond un travail négatif, qui 
croit proportionnellement au carré de la vitesse. On les ap- 
pelle courants de Foucault. Ils sont négligeables quand la 
masse mobile est peu considérable, ou que les vitesses sont 
faibles. Us augmentent de plus en plus à mesure que ces 
deux éléments, masse et vitesse, augmentent eux-mêmes. 
On les a constatés avec une grande intensité dans les pre- 
miers essais d'anneau induit des maebines dynamo-électri- 
ques de Crcil. Pour les éviter, ou du moins les K'duire au 

1. Cf. g^'Jlt clSii. 

■i. Si Ion voulait se wiTir de cil appi-eil comme nisi-lnu-pîlon pour toTfxr dos 
pièce» métalliques, il faudrait éviter l'emploi àea cnclumeg eu 1er ou en fonte, qni 
[.aurraieiit l^trc aixacliécs par l'aimantai ion du uiarleau, ou du luoiiis qui dtir- 
loppcraieiil une l'ésistancc lorsque le niarlcau caniincneeraît k se relever pour 
frapper un uourcau coup. 
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point qu*ils puissent passer inaperçus et qu'ils n'absorbent 
plus en pure perte une fraction appréciable du travail mo- 
tcur, il a fallu sectionner Tanneau en fer doux de Tinduiten 
fragments très minces, suivant des plans normaux à Taxe do 
rotation, et séparer les unes des autres les tranches formées 
par ces seclions, en interposant entre deux tranches consécu- 
tives un diaphragme isolant. 
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274. Si Ton compare la transmission éleclrique du travail 
aux autres procédés qu'on peut employer pour résoudre le 
problème, on reconnaît que réleclricité permet de franchir 
des dislances beaucoup plus grandes que les autres procédés. 
On tiansmet l'énergie au moyen de Veau sous pression dans 
le système hydraulique d'Armstrong, qui n*esl qu'une exten- 
sion de la presse hydraulique de Pascal ; la transmission est 
limitée à l'enceinte d'un dock, d'une gare, d'une petite ville. 
Le gaz d'éclairage, distribué presque partout aujourd'hui dans 
les centres de population, donne un autre mode de transport 
de l'énergie, car il fournit en chaque point où s'ouvre la 
conduite le combuslible nécessaire à la mise en mouvement 
d'une machine thermique. L'air atmosphérique, comprimé ou 
dilalé, sert également à transmettre au loin les pressions et 
le travail. Le réseau pneumatique établi maintenant à Paris 
permet le transport rapide des dépêches. Toutes ces trans- 
missions sont limitées à un périmètre plus ou moins étendu ; 
elles supposent une canalisation essentiellement limitée^ et le 
rendement qu'elles assurent décroit très rapidement à mesure 
que les distances s'allongent. Comme moyen mécanique de 
transmettre le travail, on possède le câble télodtjnamique de 
M. llirn ; c'est la solution la plus fréquemment employée, 
principalement dans les montagnes, pour transmettre à des 
usines plus ou moins éloignées le travail moteur d'une chute 
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(IVau ; parfois la dislance est osscz grande pour exiger q 
la rraclioniic en plusieurs relais. Le cMe. léloilynaniiqoc 
exige une iiistalialîon mù'Cijniquo complc-le d'un bout à Taulre 
du pnrroiirs, et la masse à niellrc en mouvement, les frot- 
Icmenls et les autres résistances accessoires grondissenl de 
plus en plus à mesui-c que la portée de la transmission 
augmente. Le transport éteclrique, bien qu'il soit ccrlainc- 
ment inlhicncé dans une certaine mesure par la distance 
3 francliir, bien qu'il exige Inut le long du parcours dos 
inslallations parliculiércs comme fil et comme supports, per- 
met de franclitr des dislances de 50 kilomètres et au delà, en 
laissant comme travail disponible le tiers an moins du Iravail 
molcur. 
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275. N se prèle facilement à la division du Inivail motriir 
enire divers ateliers alimentés par la mt'me macbinc dynamo- 
électrique. Nous signalerons à ce propos un disposiliT inf!i- 
nieux, dû à M. Marcel lleprez, qui permet d'atteindre À une 
grande uniformité de régime pour les diverses marbines- 
outils qui conlinnent à fonctionner, lualgi-é l'interruption 
binsquc du travail pour les autres du même groupe. En toute 
rigueur, la solulion adoptée par M. Marcel Deprez suppcise 
cbaque macliine-oulil en communication, par un fil sp^riat. 
avec la maciiine génératrice. Mais elle s'applique encore à 
titre d'approximation lorsque les machines-oulils sont toutes 
montées sur b' mi^me (il, pourvu que la résistance propre du 
fil snit négligeable par rapport à la résistance des maeliines 
réceptrices qui y empruntent leur force motrice. 

Le dispositif de M. Marcel Deprez consiste csscotîcUcmenl 
;'i placer sur les inducteurs de la génératrice, à côté du fil 
que doit suivre te courant, un second fil distinct du premier, 
enroulé de In même manière, mais parcouru par un courant 
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ronslanl. Pour se rendre complc de Tcffct produit par ce cou- 
ninl addilionncl, qui contribue comme le courant principal à 
Texcilalion magnétique de l'appareil inducteur, il est utile de 
recourir au trace de la ligne que M. Deprez appelle carac/r^m- 
lique, et que Ton oblient en prenant, à des échelles arbitraires, 
pour abscisses les valeurs de TijUcnsité I du couranl, et pour 
ordonnées correspondantes les valeurs de la force éleclro- 
molriccE ; cela suppose que Ton fasse lourner Tanneau à une 
vitesse V déterminée, pendant que les inducteurs deviennent 
le siège d'un couranl d'intensité I, fourni par une source 
d'électricité étrangère au jeu de la machine. Si Ton conserve 
la vitesse V, et qu'on fasse varier 1, la force éleclromotrice E 
variera, et Ton pourra consiruire par points la caractéris- 
tique, en déterminant par une série d'expériences les valeurs 
correspondanles de I et de E. Si ensuite on change la vitesse 
et qu'on lui donne une nouvelle valeur Y', il suffira , pour 
avoir la nouvelle caracléristique, d'amplifier les ordonnées 

\' 

dans le rapport des vitesses rr» puisque à intensité égale il y 

a proportionnalité entre la vitesse de l'anneau et le travail 
produit, qui est lui-même proportionnel à la force électro- 
motrice. 

Lorsqu'on éludie expérimentalement cette ligne des forces 
élcctromolrices en fonction des inlensités, on reconnaît 
qu'elle commence par présenter une forme sensiblement rec- 
tiligne ; plus loin elle se courbe, et se rapproche indéfiniment 
d'une droile horizontale, qui est son asymptote; de telle 
sorte que, la vilesse restant la même, la force éleclromolricc 
ne croit pas indéfiniment avec Tintensilé, et tend vers une 
limite finie, qui correspond à une sorte d'étal de saturation 
magnétique des inducteurs. Dans la portion utile de l'épure, 

la caractéristique est sensiblement droite. 

p 

La résistance R du circuit est égale à j d'après la loi 

d'Ohm ; elle est donnée sur la figure par le rapport de l'or- 
donnée à l'abscisse. 




Fig.lSS. 
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276. Appliquons la coaslroetion de la eara^&ristiqifô iB 
& une nuKÂktô dont les inducteurs soient fcmnës de deux fils 
distincts» dont Tun soit parcouru par un amrant constant. 
Soit OO' l'intensité do ce courant S'il existait ^eul, il en rt- 

sult^raU dans le cîraiil 
principal une force èlectro* 
motrice OD. Nous suppose- 
rons quels caract&tstiqnedc 
la machine soit, à partir de 
ce point D, sensiblement rec- 
tiligne. Pour une autre in* 
taisitè OH» somme de Tinten- 
sité (Xy du courant acces- 
soire et de l'intensité propre 0^ du courant principal, la 
force électromotrice correspondante sera l'ordonnée M de b 
earactéristique. Mais la résistance totale du circuit principal 

HK 

n'est pas ici déterminée par le rapport jt7| de la force électro- 
motrice totale à l'intensité totale, mais bien par le rapport 

HK 

-tm de la force électromotrîce totale à l'intensité O'H, tdie 

qu'elle existe dans le courant principal seul. Celle résistance 
se décompose d'ailleurs en deux parties : Tune est la i-ésis- 
lance propre r de la machine dynamo-électrique; on peut la 

représenter par le rapport Trrr, d'une certaine force électro- 
motrice LH à rintensité O'H du courant qui parcourt le iil 
enroulé sur les inducteurs. Le reste LK de la force électro- 
motrice représente le travail disponible pour le reste du cir- 
cuit, et est proportionnel à la chute de potentiel entre les 
bornes de la machine. Le travail transmis sera donc constant, 
malgré les variations de Tinlensilé O'H, si les deux droites AB 
et O'L sont parallèles. De ces deux droites, la première repré- 
sente par ses ordonnées les forces électromotrices totales, la 
seconde la partie de ces forces qui est consommée par la ré- 
sistance propre de la machine. Or on a vu qu'un changement 
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de vitesse se traduit sur l'épure par une amplification propor- 
tionnelle des ordonnées de la caractéristique. Dans cette am- 
plification une droite telle que AB se change en une autre 
droite, comme si elle basculait autour du point A où elle 
coupe Taxe des abscisses, tandis que la résistance rde la ma- 
chine reste la même. Appelons a le coefficient d'inclinaison 
de la droite AB, et V la vitesse de Tanneau qui correspond à 
ce coefficient; r désignant la résistance propre de la machine, 
on choisira une autre vitesse V telle, que l'on ait 






et alors la nouvelle caractéristique aura Tinclinaison de la 

droite OL; le parallélisme sera donc établi, et le problème 

r 
résolu. A cette vitesse V = V-, la différence de potentiel 

restera constante dans le circuit extérieur, malgré les varia- 
tions subies par les résistances que le courant renconlre dans 
ce circuit. Le choix de l'intensité 0' du courant accessoire 
dépend au surplus de la différence de potenliel qu'on se pro- 
pose de réaliser. 

277. Des expériences faites en 1881 à l'exposition d'élec- 
tricité de Paris, renouvelées depuis, notamment à Vizillc en 
1883, ont justifié très sensiblement cette disposition et cette 
théorie. Il faut, comme nous l'avons dit en commençant, que 
la résistance propre du fil soit négligeable vis-à-vis des résis- 
tances des machines-outils, sans quoi la constance du travail 
total n'impliquerait pas nécessairement la constance de chaque 
travail partiel recueilli par les diverses réceptrices. On lit 
dans le Rapport de la commission de Grenoble (Grenoble, 
Gabriel Dupont, 1883), à propos des inconvénients de la soli- 
darité des machines montées sur un même circuit : 

« Il faut remarquer que cet inconvénient existe pour tout 
mode de transport de travail, eau, gaz, etc. Supposons, par 
exemple, qu'il s'agisse de distribuer la force à un ceriain 



m nfUrooiAiit. 

nomtee de réceplearf bfdfudiqMS, au mof» é*ma léa» 
voir d'^tt iii^qst. Il«t évidrat que lift rteq^teors mqI indé- 
pendants les uns des autres, si Vm mainlielit le nifetu estt> 
stant dans le rèserfdrS à la eondition que dbaque léoeplsv 
soit alimenté par une conduite spéciale iMtrtant du 
esmniun. Mais », par raison d'éâmoom, on établit une 
duite maîtresse smr laquelle tiennent s'embranelier lés 
duiles secondaires, il se {Mcoduirale l<mg de orïle eondmledsi 
pertes de charge qui varieront avec le nonihce des léeeptem 
mis en action, de telle sorte que les récepteurs to seront pas 
absolument indépendants les uns des autres. » 

EXTBA-GOURAKT. 

S78. Il est rare que les courants produits par une pileélectri- 
que soient dangereux. On ne peut pas en dire autant des cou* 
ranls qui sont fournis par une machine dynamo-électrique ou 
magnéto-électrique, non pas que ces courants soient hUm dan- 
gereux en eux-mêmes, quand ils suivent réguliôremrat le 
circuit qui leur est ouvert. Mais ces machines comportent 
toujours un grand nombre de spires joîntîves, formées par le 
fil replié sur lui-mômc, et il s'y manifeste, quand on vieni à 
interrompre le courant principal, un extra-courant inslan- 
lanc, dû à Tindiiclion exercée par les spires du fil agissant les 
unes sur les oulres, ou à ce qu'on appelle la self-induction 
de la machine. On a proposé divers moyens pour mellre les 
observateurs à l'abri de cet extra-courant, qui est beaucoup 
plus dangereux que le courant principal. Nous nous borne- 
rons à mentionner le procédé indique récemment par 
M. d'ArsonvaP. Il consiste à installer entre les bornes de la 
machine généralrice une dérivation accessoire, formée par 
une série de vollamètres à lames de plomb et à eau acidulée, 

1 . C'est à proprement parler ce que fait le dispositif do M. Marcel Depre?, ni 
mainlenant constante la chute de potentiel entre les deui bornes de la 
génératrice. 

2. Compte i tendus de /'Àvadémie dvtscicueeë du 10 janvier 1«S5. 
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en nombre tel que leur force électromotrice de polarisation^ 
soit toujours supérieure au maximum de la force électromo- 
trice delà machine. Celle dérivation ne détourne aucune frac- 
tion du courant principal ; au contraire elle donne passage à 
rextra-couranl, qu'elle détourne en grande partie du circuit 
principal. On a comparé avec justesse cette dérivation acces- 
soire, qui appelle une partie de l'extra-courant, aux malelas 
cVair des conduites d'eau : ils ont, comme on sait, pour 
effet d'atténuer les coups de bélier qui tendent à se produire, 
lorsque la fermelure subite d'un robinet interrompt brusque- 
ment le mouvement de la colonne liquide. 

279. La transmission du travail à distance n'est pas le seul 
emploi industriel qu'on fasse aujourd'hui de rélectricilé. Les 
courants électriques trouvent de nombreuses applications, 
parmi lesquelles nous nous bornerons ici à signaler quelques- 
unes des plus importantes : production de la lumière électri- 
que, soit par l'arc vollaïque jaillissant librement entre deux 
charbons, soit à l'aide d'un corps particulier que le courant 
traverse et porte à l'incandescence ; transmission des signaux 
et des dépêches, télégraphie; application aux appareils enre- 
gistreurs; transmission des sons, du chant, de la parole, par 
le téléphone et les appareils qui en sont dérivés; allumage à 
distance des mines et des explosifs; emploi des courants pour 
opérer des réactions chimiques, dorure, argenture, galvano- 
plastie; applications de l'électricité à la thérapeutique; ap- 
plication aux chemins de fer, soit pour la traction des 
wagons, soit pour le serrage des freins (système Achard), etc. 
Ajoutons que rélcctricité parait jouer un rôle considé- 
rable dans la plupart des phénomènes naturels, aussi bien 
dans les réactions chimiciuos que dans les phénomènes physio- 
logiques, et dans ceux qu'a en vue la physique du globe. 

1. L'action cliimique oxorcéo par un courant passant dans un liquide tond à 
créer une pile électrique, qui produit un courant en sens inverse du premier 
quand celui-ci cesse d'agir. C'est le phénomène connu sous le nom de polarisa- 
tion des éfeclroiics^ et que Ion utilise dans les apparcilt accumulaieun. 
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Accélération angulaire (iliêuiciiic de 
r— généralisé), p. 2X. 

Acide carbonique, 1G0. 

Action directe (machine à), 552. 

Actions mutuelles des corps tournants, 
18 et suiv. ; — des courants élec- 
triques, 458. 

Adiabatique (ligne), 257. 

Admission, 275; — anticipée, 542. 

Aiguille aimantée, 440. 

Aimantation à distance par les ma- 
chines dynamo-électriques, 445. 

d'Alkhbert, 598. 

Alimentation des motem*s animés, ^02. 

Aliments plastiques, — respiratoires, 
295. 

Ampèbe, 459. 

Ampère (unité), 458. 

Ane (travail de T), 29'.). 

Appareil Ricci, 445; — régulateur de 
la transmission électrique, 458. 

AncHiMLoe, 177. 

ArrH d'une machine, 9. 

u'knso'sxM, 402. 

Attraction, 204. 

Aviation, 294, 405. 

M 

BAILLE, 458. .<9^f .' 

Balancier d'un danseur de corde, 05; 

machine à vapeur à — , 52, 524. 
Balistique intérieure, 505. 
Ballon dirigeable. 400. 
Barométrique (nivellement), 145. 

IV. — iiÉ4:. ixiMii.M s. 



Battage des pieux, 312. 
Batterie (éléments réunis en), 431. 
Belleville (chaudières), 413. 
Dekoist, 457. 

Bernoi LLi (Daniel), 205, 208. 
Bielle renversée (machine *), 353. 
Bobine Siemens, 445. 
Botte à étoupes, 315; — de distribu- 
tion, 520. 
BorcrEB, 192, 401. 
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Carsot, 14; — (Sadi), 237. 407. 
Cataracte, 350. 
Cavk, 355. 
Cauchy, 159. 

Cuiuse d'un phénomène, à distinguer 
de l'occasion, 575. 

CArTNORTIE U!«WIR, 589. 

tlentre de pression, 167; — d'une aire 
plane, 170; — de percussion, 172 : — 
de poussée, 184; — de carène, 187. 

Chaleur, 221 et suiv. ; — latente, 221 ; 

— spécifique, 222, 201 ; — de vapo- 
risation, 262; — et travail, 2t»4; — 
produite par un courant, 455. 

Champ magnétique, 415. 
(:Aaw</fènï,515,412; — tubulaire. 535; 

— Ficid. — Sulzcr, 412; — Belle- 
ville, 415. 
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i5i ;— du prisme droit Oottant, 179 ; 

— relatif d'un li<iuide pesant tour- 
nant autour de la TtTticale, 153. 

Équintletit mécanique de la cha- 
leur, 2i3, «6, 231, 232 ; — calori- 
fique du travail, 226. 

Eêpace mort, ou nuisible, 318. 

ÉlabUMSfmeni du volant dans le cas 
général, 578. 

État gazo-iiquide, 4(fô ; état de satu- 
ration (vapeurs), 120. 

Étirage de vapeurty 413. 

Eudiomètrey 362. 

Euler (turbine d*) 296. 

Expérience d'Athanase Dupré 307 : — 
de Vincennes , 291 ; — de M. Him, 
416; ~ sur le frottement, 423; 

— sur la transmission du travail à 
distance, 452 et suiv. 

Extra-courant, 462. 



Facteurs du travail journalier, 28K. 

FvniiDAT, 404, 441. 

Farcot, 113,411, 416. 

Farcot (détente). 345. 

pArvEir, 342. 

Fixes (machines^ 7. 

Flattant (Oscillations d'un corps), 305. 

Fluides, 117 et suiv.; — natu- 
rels, 126. 

Fonction des vitesses, 198 : — carac- 
téristique d'un fluide, 280. 

Force on action, force en puissance ou 
potentielle . 288 ; — électromotrice. 
431 ; — contre-électromotrire, 451 , 

Forme de la surface de la mer, 150: 
^- de Teau dans les augets d'une 
roue en dessus. 299. 

Formule de H. Gérardin, 218. 

Forcer LT (courants de), 114. 

Fouettement de la bielle. 34. 

Foumeyron [turbine), 296, 299. 

Foyer, 516. 

Franchoi (machine), 354. 

Frein, 93 et suif. : — à bande, 95; 

— de chemin de fer, 94 ; — Achard, 

— Guérin. — LefebTre et Doré, — 
Holinos, 98 ; — à contre-vapeur, 98 ; 
^Vestinghouset — à vide, 99. 

Fao»F!iT, 362. 
frottement, 423. 



G^Uranomètre, 440. 

GAT-LrssAc,119, 258. 

Gaz, 117 et suiv., 282, 404 ; — permi- 

nenU 118, 130, 247; — pesants, 

130, 144. 
Généralités sur les contrepoids, 77; 

— sur les régulateurs, 382. 
GiaAaMi, 218. 
Goocc, 87. 
Gramme (machine), 447. 
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Hals&e, 4-17. 
HiaMMi, 370. 
Hélice propulsive, 352. 
Hélicoptère^ 406. 
HELiraoLTi, 408. 
HiiLx, 232, 408. 
HiRSca, 411,416, 420. 
Homme (travail journalier de T, 290. 
Homogénéité des formules des volante, 
47 ; — des formules électrique», 435. 

HOSHTALIER, 437. 
HCTGESS, 407. 

Hydraulique, 206. 
Hydrauliques (moteurs), 2fô. 
Hydrodynamique, lO'S et suiv. 
Hydrostatique, 127 et suiv. 
Hypothèses particulières introduites 

dans les équations de lliydrodyna- 

mique. 198. 
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Imperfection des régulateurs, 112; 
— du régulateur de WaU, 100, 110. 

Impossibilité du mouvement perpé- 
tuel, 10. 

Induction, 441. 

Influence des masses, 64. 

Instinctifs (mouvements), 287. 

Intégrabilité de la fonction des forces 
(hydrostatique), 164. 

Intégration d'une équation aux déri- 
vées partielles relative au mouvement 
des fluides, 202; — d'une fonction 
de trois variables indépendantes, 157. 

Intensité d*vaï courant électrique, 451. 

Isotherme (ligne), 237. 
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Orifice raivi d*un coursier, 213; — 

noyé, 214. 
OêcUlationt d'un corps flottant, 303. 
Otto (machine), 418. 



Pamn, 311. 

Parallélogramme articulé, 324. 

Parfait (liquide, solide, gaz), 121,124. 

Paroi rectangulaire, 168. 

Pàtsn, 293 

PerfeclionnemenU de la machine à 
vapeur, 411. 

Périodei dans la distribution de la 
machine à vapeur, 339. 

Perle de poids, 178; — de charge, 
207. 

Petit tiroir, o22. 

Petites osdllationê des fluides, 201 ;— 
d'un corps flottant, 393. 

Phases du mouvement d'une ma- 
chine, 8. 

PlCTET, 405. 

Pile électrique, 430; — de Daniell, 
430. 

Pixii (machine), 447. 

Plan de charge, 207; — de commuta- 
tion, 443. 

Polarisation des électrodes, 463. 

Pôles d'une pile, 430. 

Pompe à feu, 313; — alimentaire, — 

— aspirante ou à air, — à eau, dans 
les machines à vapeur, 316. 

Porcelet, 103. 

Postulatum sur lequel repose le second 

principe de la théorie mécanique de 

la chaleur, 409. 
Potentiel, 204; — électrique, 436. 
Potentielle (force), 288. 
Poudre à canon, 364, 428. 
Poussée d'un fluide, 178. 
Pression dans un fluide, 121, 123; — 

sur une paroi, 166; — d'une veine 

fluide contre un plan indéfmi, 304; 

— de la vapeur dans les machines, 
411. 

Principe de la paroi froide, 314. 

Problème de l'établissement d'une ma- 
chine, 3; ~ de l'hydrostatique, 127 
et suiv. ; — auquel donne lieu réta- 
blissement d'une chaudière tubu- 1 
laire à profil circulaire , 413. I 



Quantité àe chaleur, 222; — d'éleo- 
tiicité, 433. 



U 



Ramond, 149. 

Raku5e, 408. 

Rapport des deux chaleurs spécifiques 
des gaz, 257. 

Hation d'entretien, — de travail, 295. 

Recouvrements (tiroir à), 338. 

Régime d'une machine, 7, .8; — per- 
manent des fluides, 205. 

Rbgxault, 258. 

Régulateur, 382; — à boules ou de 
Watt, 99, 324. 384; — asUtique, 
116; — Farcot, à bras croisés, 113; 
— Foucault, 114; — parabolique, 
111 ; — à ailettes, 389. 

Renard, 406. 

Rendement d'une machine, 10 ; — des 
machines thermiques, 258 ; — élec- 
trique, mécanique des transmissions 
électi'iques, 450. 

Représentation des pressions par une 
colonne de liquide, 143. 

Resal, 88. 

Résistance d'un circuit, 431; — des 
milieux, 371. 

Résistances passives, 6. 

Réversible (cycle), 230, 278; la ma- 
chine Gramme est — , 449. 

ROLLAKD, 389. 

Roue hydraulique, 295 ; — en dessous, 
296 : — en dessus ou à augets, 298 : 
— ù aubes (navigation), 332. 

Rl'hford, 4(*7. 



Sadi-Gar50t, 237, 407. 

SARR4U, 428. 

Section contractée, 210. 

Segcin, 407. 

Self-induction, 462. 

Servo-moteur de Farcot, 416; — élec- 
trique, 456. 

Siemens (étalon), 437; — (machine), 
447. 

Solénoïde, 439. 
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Théorie du régulateur i Torce centri- 
Tuge, 1U3-, — mécanique de Jaclia- 
leiir, S23 el suif., WB el suiv. 

Tiioism. 40». 

Tiroir, 319; — en D, 3Ï0; pelit —, 
3ÎÏ; — superposés, 414. 

TOKRICELLI, Sri. 

Traitcke ïnimoliile, 3SS. 

Traiumistion des pressions dans les 
nuides, lli: — du travail dans les 
machines hydrauliques, S15, 218; — 
du travail t distance, 449, 457. 

7niii«/ioi'lliori(onti]d«srjrdeaiii, 203. 

Trarait (notion du), 4; — mateur, — 
utile, — des résistances passives. — 
de la pesanteur, 6 ; — des pressions 
cieroieB par une roatse gaieusc qui 



se dérurme, 114; — dajislai 

â vapeur, 274 ; — joumJH 

moteur anime. 390. 
Triangle (centre de pression d 
Tube d'inv«raion. 09. 
Turl,i„e, 305 et suiï. 



tiMui,dn. 

VbU (tnmil), i%. 
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416. 
WaniTsioiiE, 447. 
Wheehck (machine), 416. 
WrLDi, 447. 
IV'oo//- (machine de), 335. 419. 
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